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Д
иф

ф
еренциальны

е 
уравнения 

позволяю
т 
вы

разить 
соотнош

ения 
м
еж

ду изм
енениям

и различны
х величин (используется ф

изический см
ы
сл 

производной), 
поэтом

у 
м
атем

атическое 
м
оделирование 

м
ногих 

ф
изиче-

ских, эконом
ических, биологических и других процессов приводит к появ-

лению
 диф

ф
еренциальны

х уравнений. 

В
 качестве прим

ера м
атем

атической м
одели, построенной на диф

ф
е-

ренциальны
х уравнениях, приведем

 динам
ическую

 односекторную
 м
одель 

эконом
ического роста, известную

 под названием
 «базовая м

одель С
олоу». 

Э
коном

ика рассм
атривается как единое целое (без структурны

х эле-
м
ентов), в ней производится единственны

й универсальны
й продукт, кото-

ры
й м

ож
ет потребляться как в производственной, так и в непроизводст-

венной сф
ере. Е

го потребление в производственной сф
ере м

ож
ет рассм

ат-
риваться как инвестирование. Э

та м
одель достаточно адекватно отраж

ает 
важ

нейш
ие м

акроэконом
ические аспекты

, в том
 числе  и процесса воспро-

изводства. 

С
остояние эконом

ики в м
одели С

олоу задаётся пятью
 перем

енны
м
и 

состояния: 

Y
  – конечны

й продукт, 

L
  – наличны

е трудовы
е ресурсы

, 

K
 – производственны

е ф
онды

, 

I
   – инвестиции, 

C
  – разм

ер непроизводственного потребления. 
В
се перем

енны
е взаим

освязанно изм
еняю

тся по врем
ени, т.е. явля-

ю
тся ф

ункциям
и врем

ени t . 

С
читается, что ресурсы

 (производственны
е и трудовы

е) использую
т-

ся полностью
. Г
одовой конечны

й продукт в каж
ды

й м
ом

ент врем
ени явля-

ется ф
ункцией среднегодовы

х ф
ондов и труда: 

)
,

(
L

K
f

Y


. 

Т
аким

 образом
, 

)
,

(
L

K
f

 – производственная ф
ункция всей эконом

ики. 

К
онечны

й продукт используется на непроизводственное потребле-
ние и инвестиции: 

I
C

Y



. 

В
ведем

 долю
 конечного продукта 

, используем
ого на инвестиции 

(
  норм

а накопления), тогда 
Y

C
Y

I
)

1(
 ,








. В

 дальнейш
ем

 норм
а 

накопления будет считаться постоянной:  =
 const, 0    1. 
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6.2. М
о
д
ел

ь
 С
ам

уэл
ь
с
о
н
а  Х

и
кса

 
  

В
 качестве прим

ера линейного разностного уравнения рассм
отрим

 
м
одель делового цикла С

ам
уэльсона – Х

икса. Э
та м

одель является динам
и-

ческим
 вариантом

 м
одели К

ейнса (см
. раздел 1.7.4), в ней такж

е использу-
ется принцип акселерации, которы

й характеризуется следую
щ
им

 уравне-
нием

: 











2
1







t
Y

t
Y

k
t

I
,                                  (6.4) 

где I(t)  величина инвестиций в период t; коэф
ф
ициент 

0


k
  ф

актор ак-
селерации; 





2

,
1




t
Y

t
Y

  величины
 национального дохода соответст-

венно в 
1

t
-м

 и 
2

t
-м

 периодах.  
П
редполагается такж

е, что потребление на данном
 этапе зависит от 

величины
 национального дохода на преды

дущ
ем

 этапе, т.е. 





b

t
aY

t
S





1

.                                          (6.5) 

 
У
словие равенства спроса и предлож

ения им
еет вид 




t
S

t
I

t
Y




.                                           (6.6) 

П
одставляя в (6.6) вы

раж
ение для 

t
I

 из (6.4) и вы
раж

ение для 
t

S
 

из (6.5), находим
: 











b

t
kY

t
Y

k
a

t
Y










2
1

.                         (6.7) 

 
У
равнение (6.7) носит название уравнения Х

икса. 
 

Е
сли предполож

ить, что на протяж
ении рассм

атриваем
ы
х периодов 

величины
 a и k постоянны

, то уравнение (6.7) представляет собой линей-
ное неоднородное разностное уравнение второго порядка с постоянны

м
и 

коэф
ф
ициентам

и. 

 
Р
еш

ение уравнения Х
икса находится в виде сум

м
ы

 общ
его реш

ения 
соответствую

щ
его однородного уравнения и какого-либо частного реш

е-
ния неоднородного. Ч

астное реш
ение уравнения (6.7) м

ож
но легко найти, 

если предполож
ить, что  







p
Y

t
Y

t
Y

t
Y








2

1
, 

т.е. вы
брав в качестве частного реш

ения равновесное реш
ение 

const
Y

p


. 

Т
огда 




b
kY

Y
k

a
Y

p
p

p






, 

откуда 




1
1





a

b
Y

p
                                           (6.8)  
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е 

: Г
О
У
В
П
О

 «
К
нА

Г
Т
У

»,
 2

00
1.

 –
 9

8 
с.
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. Ш
ип
ач
ев

, 
В

. 
С

. 
В
ы
сш

ая
 м
ат
ем
ат
ик
а 

: 
уч
еб

. 
дл
я 
ву
зо
в 

/ 
В

.С
. 
Ш
и-

па
че
в.

 –
 М

. :
 В
ы
сш

ая
 ш
ко
ла

, 2
00

5.
 –

 4
80

 с
. 
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Н
ас
то
ящ

ее
 
уч
еб
но
е 

по
со
би
е 

«О
бы

кн
ов
ен
ны

е 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ы
е 

ур
ав
не
ни
я»

 я
вл
яе
тс
я 
ра
сш

ир
ны

м
 и
зл
ож

ен
ие
м

 л
ек
ци
й,

 к
от
ор
ы
е 
ав
то
р 
чи
та

-
ла

 с
ту
де
нт
ам

 ф
ак
ул
ьт
ет
а 
эк
он
ом

ик
и 
и 
м
ен
ед
ж
м
ен
та

 г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ог
о 
об

-
ра
зо
ва
те
ль
но
го

 
уч
ре
ж
де
ни
я 

вы
сш

ег
о 

пр
оф

ес
си
он
ал
ьн
ог
о 

об
ра
зо
ва
ни
я 

«К
ом

со
м
ол
ьс
ки
й-
на

-А
м
ур
е 
го
су
да
рс
тв
ен
ны

й 
те
хн
ич
ес
ки
й 

ун
ив
ер
си
те
т»

. 
О
но

 м
ож

ет
 б
ы
ть

 и
сп
ол
ьз
ов
ан
о 
в 
ка
че
ст
ве

 у
че
бн
ик
а 
дл
я 
ст
уд
ен
то
в 
эк
он
о-

м
ич
ес
ко
го

 и
 н
еэ
ко
но
м
ич
ес
ко
го

 п
ро
ф
ил
ей

. 

 
А
вт
ор

 с
тр
ем
ил
ас
ь 
из
ло
ж
ит
ь 
м
ат
ер
иа
л 
по

 в
оз
м
ож

но
ст
и 
по
лн
о,

 с
тр
ог
о 

и 
до
ст
уп
но

, 
ст
ав
я 
св
ое
й 
це
ль
ю

 н
е 
пр
ос
то

 с
оо
бщ

ит
ь 
чи
та
те
лю

 р
аз
ли
чн
ы
е 

св
ед
ен
ия

 п
о 
об
ы
кн
ов
ен
ны

м
 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ы
м

 у
ра
вн
ен
ия
м

, 
а 
по
ка
за
ть

 
вн
ут
ре
нн
ю
ю

 с
вя
зь

 м
ат
ем
ат
ич
ес
ки
х 
и 
эк
он
ом

ич
ес
ки
х 
по
ня
ти
й.

 

 
У
че
бн
ое

 п
ос
об
ие

 с
ос
то
ит

 и
з 
ш
ес
ти

 р
аз
де
ло
в.

 О
сн
ов
ны

м
и 
ра
зд
ел
ам
и 

яв
ля
ю
тс
я 
пе
рв
ы
й,

 в
то
ро
й 
и 
тр
ет
ий

. 
К
аж

ды
й 
ра
зд
ел

 н
ач
ин
ае
тс
я 
вв
од
ны

м
 

по
др
аз
де
ло
м

 (
кр
ом

е 
че
тв
ер
то
го

 и
 п
ят
ог
о)

, 
в 
ко
то
ро
м

 к
ра
тк
о 
из
ла
га
ю
тс
я 

ос
но
вн
ы
е 
по
ня
ти
я,

 о
пр
ед
ел
ен
ия

 и
 т
ео
ре
м
ы

, 
а 
та
кж

е 
об
щ
ие

 в
оп
ро
сы

, 
от
но

-
ся
щ
ие
ся

 к
 з
ад
ач
ам

 э
то
го

 р
аз
де
ла

. 
За
те
м

 и
ду
т 
по
др
аз
де
лы

, 
в 
ко
то
ры

х 
со

-
де
рж

ат
ся

 у
ра
вн
ен
ия

 о
пр
ед
ел
ен
но
го

 т
ип
а.

 К
аж

ды
й 
из

 э
ти
х 
по
др
аз
де
ло
в 
со

-
ст
ои
т 
из

 к
ра
тк
ог
о 
из
ло
ж
ен
ия

 м
ет
од
ов

 и
нт
ег
ри
ро
ва
ни
я 
ур
ав
не
ни
й 
ра
сс
м
ат

-
ри
ва
ем
ог
о 
ви
да

, 
ре
ш
ен
ны

х 
пр
им

ер
ов

 и
 з
ад
ач

. 
В

 к
он
це

 р
аз
де
ла

 п
ри
во
дя
тс
я 

во
пр
ос
ы

 и
 з
ад
ач
и 
дл
я 
по
вт
ор
ен
ия

. 
Ч
ет
ве
рт
ы
й,

 п
ят
ы
й 
и 
ш
ес
то
й 
ра
зд
ел
ы

  
яв
ля
ю
тс
я 
до
по
лн
ит
ел
ьн
ы
м
и.

 В
 н
их

 п
ок
аз
ы
ва
ю
тс
я 
др
уг
ие

 м
ет
од
ы

 р
еш

ен
ия

 
ур
ав
не
ни
й,

 с
вя
зь

 р
аз
но
ст
ны

х 
и 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ы
х 
ур
ав
не
ни
й.

 

 
В
оп
ро
сы

 и
 з
ад
ач
и 
дл
я 
по
вт
ор
ен
ия

, 
вк
лю

че
нн
ы
е 
в 
уч
еб
но
е 
по
со
би
е,

 
со
де
рж

ат
 м
ин
им

ал
ьн
ы
й 
об
ъе
м

 т
ре
бо
ва
ни
й,

 п
ре
дъ
яв
ля
ем
ы
х 
об
ы
чн
о 
на

 э
к-

за
м
ен
е 
по

 о
бы

кн
ов
ен
ны

м
 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ы
м

 у
ра
вн
ен
ия
м

, 
и  
м
ог
ут

 б
ы
ть

 
ис
по
ль
зо
ва
ны

 д
ля

 с
ам
ок
он
тр
ол
я.

 П
ер
ед

 т
ем

, 
ка
к 
пр
ис
ту
пи
ть

 к
 р
еш

ен
ию

 
за
да
ч,

 с
на
ча
ла

 н
ео
бх
од
им

о 
из
уч
ит
ь 
те
ор
ию

 н
уж

но
го

 р
аз
де
ла

 и
 д
об
ит
ьс
я 

по
лн
ог
о 
по
ни
м
ан
ия

 с
оо
тв
ет
ст
ву
ю
щ
их

 п
он
ят
ий

 и
 т
ео
ре
м

. 
К
ро
м
е 
то
го

, 
не

-
об
хо
ди
м
о 
зн
ан
ие

 р
аз
де
ло
в 
вы

сш
ей

 м
ат
ем
ат
ик
и:

 «
Л
ин
ей
на
я 
ал
ге
бр
а 
и 
ан
а-

ли
ти
че
ск
ая

 г
ео
м
ет
ри
я»

, 
«Д

иф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 и
 и
нт
ег
ра
ль
но
е 
ис
чи
сл
ен
ия

 
ф
ун
кц
ии

 о
дн
ой

 п
ер
ем
ен
но
й»

, 
«Д

иф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 и
сч
ис
ле
ни
е 
ф
ун
кц
ии

 
не
ск
ол
ьк
их

 п
ер
ем
ен
ны

х»
, «
Р
яд
ы

».
 

 
С
ле
ду
ет

 о
тм
ет
ит
ь,

 ч
то

 в
 п
ос
об
ии

 н
ач
ал
о 
до
ка
за
те
ль
ст
ва

 т
ео
ре
м
ы

 
об
оз
на
че
но

 з
на
ко
м

 □
, 
ко
не
ц 
до
ка
за
те
ль
ст
ва

 –
 з
на
ко
м

 ■
; 
на
ча
ло

 р
еш

ен
ия

 
пр
им

ер
ов

 –
 з
на
ко
м

 Δ
, 
ок
он
ча
ни
е 
их

 р
еш

ен
ия

 и
ли

 р
ас
см
от
ре
ни
я 

– 
зн
ак
ом

 
▲

; 
за
пи
сь

 
В

А


, 
гд
е 
А

 и
 В

 –
 д
ва

 в
ы
ск
аз
ы
ва
ни
я,

 ч
ит
ае
тс
я:

 «
из

 А
 с
ле
ду
ет

 
В

»,
 а

 з
ап
ис
ь 

В
А


: «
 А

 р
ав
но
си
ль
но

 В
» 
ил
и 

«А
 и
ли

, ч
то

 т
о 
ж
е 
са
м
ое

, В
».

 



 

 
6

 
И
спользуется такж

е сокращ
ение: 

– лю
бой, всякий, каж

ды
й. Н

а-
прим

ер, запись «
R

x


: 



0


x
W

» читается: «для лю
бого действительного 

числа х вы
полняется условие 




0


x
W

». 

 
Знаком

  
 отм

ечены
 важ

ны
е сведения, на которы

е необходим
о 

обратить вним
ание. В

се определяем
ы
е понятия и теорем

ы
 вы

делены
 кур-

сивом
. Т
еорем

ы
 нум

ерую
тся в пределах одного подраздела. 

Ф
орм

улы
, рисунки, таблицы

 и прим
еры

 им
ею

т двойную
 нум

ерацию
, 

первая циф
ра означает ном

ер раздела, к котором
у относится ф

орм
ула,  

рисунок, таблица и прим
ер, вторая циф

ра – порядковы
й ном

ер ф
орм

улы
, 

рисунка, таблицы
 и прим

ера в рассм
атриваем

ом
 разделе.  

А
втор надеется, что учебное пособие пом

ож
ет в изучении дисципли-

ны
 

«О
бы

кновенны
е 
диф

ф
еренциальны

е 
уравнения» 

студенту 
с 
лю

бы
м

 
уровнем

 подготовки. 
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П
одготовка 

кадров 
квалиф

ицированны
х 

эконом
истов, 

способны
х 

обеспечить все ступени планирования обоснованны
м
и и наиболее вы

год-
ны

м
и расчетам

и, возм
ож

на только при построении этих расчетов на на-
деж

ной м
атем

атической основе. О
днако количество академ

ических часов, 
отводим

ы
х на изучение диф

ф
еренциальны

х уравнений для эконом
ических 

специальностей, недостаточно для получения практических навы
ков ре-

ш
ения задач. П

оэтом
у при изучении теории  диф

ф
еренциальны

х уравнений 
студенту необходим

о использовать специальную
 литературу по данной 

тем
е. В

 данном
 учебном

 пособии бы
ло дано классическое введение в тео-

рию
 обы

кновенны
х диф

ф
еренциальны

х уравнений. П
особие отличается от 

других подобны
х изданий больш

им
 числом

 подробно реш
енны

х прим
еров 

и задач. П
риведены

 некоторы
е другие м

етоды
 (аналитические и числен-

ны
е) реш

ения обы
кновенны

х диф
ф
еренциальны

х уравнений. Б
олее под-

робное излож
ение данного м

атериала м
ож

но найти в книгах, учебны
х по-

собиях и м
онограф

иях, указанны
х в списке литературы

. 

Р
еш

ению
 диф

ф
еренциальны

х уравнений с частны
м
и производны

м
и 

посвящ
ен 

раздел 
м
атем

атики 
«М

атем
атическая 

ф
изика», 

а 
прим

ерам
и  

таких уравнений служ
ат волновое уравнение, уравнение колебания струны

 
и другие. Э

ти тем
ы

 вы
ходят за рам

ки данного учебного пособия и м
огут  

бы
ть изучены

 студентам
и сам

остоятельно по специальной литературе. 
      

 
10

6

 
В
ы
ра
ж
ен
ие

 


1
1




a
b

 в
 ф
ор
м
ул
е 

(6
.8

) 
на
зы
ва
ет
ся

 м
ул
ьт
ип
ли
ка
т
ор
ом

 
К
ей
нс
а 
и 
яв
ля
ет
ся

 о
дн
ом

ер
ны

м
 а
на
ло
го
м

 м
ат
ри
цы

 п
ол
ны
х 
за
т
ра
т

. 

  
В

 з
ав
ис
им

ос
ти

 о
т 
зн
ач
ен
ий

 a
 и

 k
 в
оз
м
ож

ны
 ч
ет
ы
ре

 т
ип
а 
ди
на
м
ик
и.

 
О
на

 м
ож

ет
 б
ы
ть

 р
ас
ту
щ
ей

 и
ли

 з
ат
ух
аю

щ
ей

 и
 п
ри

 э
то
м

 и
м
ет
ь 
ил
и 
не

 и
м
ет
ь 

ко
ле
ба
те
ль
ны

й 
ха
ра
кт
ер

. 
 

В
О
П
Р
О
С
Ы

 И
 З
А
Д
А
Ч
И

 Д
Л
Я

 П
О
В
Т
О
Р
Е
Н
И
Я

 
 

В
оп
р
ос
ы

 
 

1.
 Д
ай
те

 о
пр
ед
ел
ен
ие

 р
аз
но
ст
но
го

 у
ра
вн
ен
ия

. Ч
то

 н
аз
ы
ва
ет
ся

 о
бщ

им
 

ре
ш
ен
ие
м

 р
аз
но
ст
но
го

 у
ра
вн
ен
ия

? 
2.

 О
пи
ш
ит
е 
св
яз
ь 
м
еж

ду
 т
ео
ри
ей

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ы
х 
ур
ав
не
ни
й 
и 

те
ор
ие
й 
ра
зн
ос
тн
ы
х 
ур
ав
не
ни
й.

 
3.

 С
ф
ор
м
ул
ир
уй
те

 п
ра
ви
ло

 н
ах
ож

де
ни
я 
об
щ
ег
о 
ре
ш
ен
ия

 л
ин
ей
но
го

 
од
но
ро
дн
ог
о 
ра
зн
ос
тн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 
вт
ор
ог
о 
по
ря
дк
а 
с 
по
ст
оя
нн
ы
м
и 
ко

-
эф
ф
иц
ие
нт
ам
и.

 
4.

 С
ф
ор
м
ул
ир
уй
те

 п
ра
ви
ло

 н
ах
ож

де
ни
я 
об
щ
ег
о 
ре
ш
ен
ия

 л
ин
ей
но
го

 
не
од
но
ро
дн
ог
о 
ра
зн
ос
тн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я.

 
5.

 П
ри
ве
ди
те

 п
ри
м
ер

 э
ко
но
м
ич
ес
ко
й 
м
од
ел
и,

 о
сн
ов
ан
но
й 
на

 р
аз
но

-
ст
но
м

 у
ра
вн
ен
ии

. 
 

За
да
ч
и

 
  

1.
 Р
еш

ит
ь 
ур
ав
не
ни
е:

 
0

6
5

1
2








n

n
n

x
x

x
. 

 
О
т
ве
т

: 



2

1
6

C
C

x
n

n





. 

 
2.

 Р
еш

ит
ь 
ур
ав
не
ни
е:

 
0

4
2

1
2








n

n
n

x
x

x
. 

 
О
т
ве
т

: 
 

 



3

si
n

3
co

s
2

2
1




n
C

n
C

x
n

n
. 

 
3.

 Р
еш

ит
ь 
ур
ав
не
ни
е:

 
0

9
6

1
2








n

n
n

x
x

x
. 

 
О
т
ве
т

: 





 n
C

C
x

n
n

2
1

3





. 

 
4.

 Р
еш

ит
ь 
ур
ав
не
ни
е:

 
n

n
n

n
x

x
x

3
32

5
4

1
2










. 

 
О
т
ве
т

: 



n

n
n

C
C

x
5

2
3

2
1








. 
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Д
иф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ы
м
и 
ур
ав
не
ни
ям
и 
на
зы
ва
ю
тс
я 
ур
ав
не
ни
я,

 в
 к
от
ор
ы
х 

ис
ко
м
ы
м
и 
яв
ля
ю
тс
я 
ф
ун
кц
ии

 о
дн
ой

 и
ли

 н
ес
ко
ль
ки
х 
не
за
ви
си
м
ы
х 
пе
ре

-
м
ен
ны

х,
 п
ри
чё
м

 в
 э
ти

 у
ра
вн
ен
ия

 в
хо
дя
т 
ка
к 
са
м
и 
ис
ко
м
ы
е 
ф
ун
кц
ии

, 
та
к 
и 

их
 п
ро
из
во
дн
ы
е 

(и
ли

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ы

).
 

Д
ру
ги
м
и 
сл
ов
ам
и,

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 –
 э
то

 у
ра
вн
ен
ие

, 
со
де
рж

ащ
ее

 ф
ун
кц
ию

 п
од

 з
на
ко
м

 п
ро
из
во
дн
ой

 и
ли

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
а.

 О
с-

но
вн
ая

 з
ад
ач
а 
те
ор
ии

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ы
х 
ур
ав
не
ни
й 

– 
на
хо
ж
де
ни
е 
и 
из
уч
е-

ни
е 
ф
ун
кц
ий

, я
вл
яю

щ
их
ся

 р
еш

ен
ия
м
и 
та
ки
х 
ур
ав
не
ни
й.

 

Д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 м
ож

ет
 с
од
ер
ж
ат
ь 
не
из
ве
ст
ну
ю

 ф
ун
к-

ци
ю

 и
 е
ё 
пр
ои
зв
од
ны

е 
ра
зл
ич
ны

х 
по
ря
дк
ов

, в
 с
вя
зи

 с
 э
ти
м

 в
оз
ни
ка
ет

 п
он
я-

ти
е:

 п
ор
яд
ок

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я.

 

П
ор
яд
ко
м

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 
на
зы
ва
ет
ся

 п
ор
яд
ок

 с
та
р-

ш
ей

 и
з 
пр
ои
зв
од
ны

х 
(с
та
рш

ег
о 
из

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ов

) 
ис
ко
м
ой

 ф
ун
кц
ии

. 

П
ро
ст
ей
ш
им

 п
ри
м
ер
ом

 р
еш

ен
ия

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 
пе
р-

во
го

 
по
ря
дк
а 

яв
ля
ет
ся

 
на
хо
ж
де
ни
е 

пе
рв
оо
бр
аз
но
й 

ф
ун
кц
ии

. 
П
ус
ть

 
)

(xf
y


, 
не
об
хо
ди
м
о 
на
йт
и 
ф
ун
кц
ию

 
y

. 
И
з 
ин
те
гр
ал
ьн
ог
о 
ис
чи
сл
ен
ия

 
ф
ун
кц
ии

 о
дн
ой

 п
ер
ем
ен
но
й 
из
ве
ст
но

 р
еш

ен
ие

 э
то
го

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 

ур
ав
не
ни
я:

 
C

x
F

dx
x

f
y







)
(

)
(

, 

гд
е 

)
(x

F
 –

 п
ер
во
об
ра
зн
ая

 ф
ун
кц
ии

 
)

(xf
, 

C
 –

 п
ро
из
во
ль
на
я 
по
ст
оя
нн
ая

, и
, 

сл
ед
ов
ат
ел
ьн
о,

 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 
ур
ав
не
ни
е 
им

ее
т 
бе
ск
он
еч
но
е 
чи
сл
о 

ре
ш
ен
ий

. 

Е
сл
и 
не
из
ве
ст
на
я 

– 
ф
ун
кц
ия

 о
дн
ой

 п
ер
ем
ен
но
й,

 т
о 
со
от
ве
тс
тв
ую

щ
ее

 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 н
аз
ы
ва
ет
ся

 о
бы
кн
ов
ен
ны
м

 д
иф
ф
ер
ен
ци
ал
ь-

ны
м

 у
ра
вн
ен
ие
м

, 
ес
ли

 н
ес
ко
ль
ки
х 
пе
ре
м
ен
ны

х 
– 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ы
м

 у
ра
в-

не
ни
ем

 с
 ч
ас
т
ны
м
и 
пр
ои
зв
од
ны
м
и.

 Д
ан
но
е 
уч
еб
но
е 
по
со
би
е 
по
св
ящ

ен
о 

из
уч
ен
ию

 т
ео
ри
и 
об
ы
кн
ов
ен
ны

х 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ы
х 
ур
ав
не
ни
й.

 

П
ри

 
из
уч
ен
ии

 
ко
ли
че
ст
ве
нн
ы
х 
ха
ра
кт
ер
ис
ти
к 
сл
ож

ны
х 
об
ъе
кт
ов

, 
пр
оц
ес
со
в,

 я
вл
ен
ий

 и
сп
ол
ьз
уе
тс
я 
м
ет
од

 м
ат
ем
ат
ич
ес
ко
го

 м
од
ел
ир
ов
ан
ия

, 
ко
то
ры

й 
со
ст
ои
т 
в 
то
м

, 
чт
о 
ра
сс
м
ат
ри
ва
ем
ы
е 
за
ко
но
м
ер
но
ст
и 
ф
ор
м
ул
ир
у-

ю
тс
я 
на

 м
ат
ем
ат
ич
ес
ко
м

 я
зы
ке

 и
 и
сс
ле
ду
ю
тс
я 
пр
и 
по
м
ощ

и 
со
от
ве
тс
тв
ую

-
щ
их

 м
ат
ем
ат
ич
ес
ки
х 
ср
ед
ст
в.

 М
ат
ем
ат
ич
ес
ка
я 
м
од
ел
ь 
из
уч
ае
м
ог
о 
об
ъе
кт
а 

за
пи
сы
ва
ет
ся

 п
ри

 п
ом

ощ
и 
м
ат
ем
ат
ич
ес
ки
х 
си
м
во
ло
в 
и 
со
ст
ои
т 
из

 с
ов
о-

ку
пн
ос
ти

 
ур
ав
не
ни
й,

 
не
ра
ве
нс
тв

, 
ф
ор
м
ул

, 
ал
го
ри
тм
ов

, 
пр
ог
ра
м
м

 
(д
ля

 
Э
В
М

),
 в

 с
ос
та
в 
ко
то
ры

х 
вх
од
ят

 п
ер
ем
ен
ны

е 
и 
по
ст
оя
нн
ы
е 
ве
ли
чи
ны

, 
оп
е-

ра
ци
и,

 ф
ун
кц
ии

 и
 и
х 
пр
ои
зв
од
ны

е 
и 
др
уг
ие

 м
ат
ем
ат
ич
ес
ки
е 
по
ня
ти
я.
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В
 связи с тем

, что заранее не известно, им
еет ли диф

ф
еренциальное 

уравнение реш
ение, возникает проблем

а ф
орм

улировки условий сущ
ест-

вования и единственности его реш
ения. 

Т
е
о
р
е
м
а
 К
о
ш
и

 (о сущ
ест

вовании и единст
венност

и реш
ения диф

-
ф
еренциального уравнения). П

усть дано уравнение 
)

,
(

y
x

y


 
, где ф

унк-
ция 

)
,

(
y

x


 определена в некоторой откры
той области 

D
 координатной 

плоскости O
xy. Е

сли ф
ункции 

)
,

(
y

x


 и 
)

,
(

y
x

y



 непреры
вны

 в области 

D
, то для лю

бой точки 
D

y
x

M
)

,
(

0
0

0
 сущ

ествует реш
ение 

)
(x

f
y


 урав-
нения 

)
,

(
y

x
y


 

, удовлетворяю
щ
ее условию

 

)
(

0
0

x
y

y


,                                             (1.4) 

причём
 это реш

ение единственно. 

Д
оказательство этой теорем

ы
 приводится в более подробны

х курсах. 
 Г
еом

ет
рический 

см
ы
сл 

т
еоре-

м
ы

: через каж
дую

 точку 
)

,
(

0
0

0
y

x
M

 
из области D

 непреры
вности ф

ункций 


 и 
y


 проходит единственная инте-

гральная кривая l (рис. 1.1). О
чевидно, 

что в области D
 уравнение (1.2) им

еет 
бесконечное м

нож
ество реш

ений. 
 О
п
р
е
д
е
л
е
н
и
е
. Задача реш

ения 
диф

ф
еренциального 

уравнения 
(1.1), 

(1.2) или (1.3) совм
естно с условием

 
(1.4) назы

вается задачей К
ош
и. У

сло-
вие (1.4) назы

вается начальны
м

 условием
, а значения 

0
x

 и 
0

y
 назы

ваю
тся 

начальны
м
и значениям

и. 
С

 геом
ет
рической т

очки зрения реш
ить задачу К

ош
и – значит, из 

м
нож

ества интегральны
х кривы

х вы
делить ту, которая проходит через задан-

ную
 точку M

0 (x
0 , y

0 ) плоскости O
xy. 

О
п
р
е
д
е
л
е
н
и
е
. Т

очки плоскости, через которы
е либо проходит бо-

лее одной интегральной кривой, либо не проходит ни одной интегральной 
кривой, назы

ваю
тся особы

м
и т

очкам
и  данного уравнения. 

О
п
р
е
д
е
л
е
н
и
е
. Р

еш
ение диф

ф
еренциального уравнения, содерж

а-
щ
ее произвольную

 постоянную
 C

, будем
 назы

вать общ
им

 реш
ением

 этого 
диф

ф
еренциального уравнения. Р

еш
ение, полученное из общ

его реш
ения 

ф
иксированием

 постоянной 
0

C
C


, соответствую
щ
ей данном

у начально-

M
0  

y 

x

y
0 

x
0

0

l 
D

Р
ис. 1.1 
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В
торая граф

а таблицы
 содерж

ит приближ
енны

е значения 
i

y
 иском

о-
го реш

ения заданного уравнения на отрезке 
1

,0
, удовлетворяю

щ
его на-

чальном
у условию

 



1
0


y
. П

о табл. 5.1 находим
 приближ

енное значение 





10
1

y
y

3,1873. 
Ч
тобы

 оценить точность вы
числения, найдем

 точное реш
ение урав-

нения. У
равнение 

y
x

y


 
  это линейное диф

ф
еренциальное уравнение 

первого порядка. Е
го общ

ее реш
ение им

еет вид 
1





x

C
e

y
x

 (убедитесь 
в этом

 сам
остоятельно, прим

еняя м
етод вариации произвольной постоян-

ной или м
етод Б

ернулли). И
спользуя начальны

е значения 
0

0


x
 и 

0
y

=
1, 

находим
 значение произвольной постоянной: 

1
0

1
0





C

e
, откуда 

2


С
, 

и точное реш
ение данного уравнения, удовлетворяю

щ
ее заданном

у на-
чальном

у условию
, 

1
2





x

e
y

x
. Т

еперь найдем
 значение этой ф

ункции 
в точке 

1


x
: 





4366

,3
1

2
1





e

y
. С

равнивая это реш
ение с приближ

ен-

ны
м

, видим
, что абсолю

тная погреш
ность не превы

ш
ает 0, 2493. ▲

 

   С
ледует отм

етить, что степень точности м
етода Э

йлера, вообщ
е го-

воря, невелика. С
ущ

ествую
т гораздо более точны

е м
етоды

 приближ
енного 

реш
ения диф

ф
еренциальны

х уравнений, с ним
и м

ож
но познаком

иться в 
специальны

х курсах. 
 

В
О
П
Р
О
С
Ы

 И
 ЗА

Д
А
Ч
И

 Д
Л
Я

 П
О
В
Т
О
Р
Е
Н
И
Я

 
 

В
оп
р
осы

 
  

1. К
акова основная идея м

етода Э
йлера? 

 
2. К

акой линией зам
еняется интегральная кривая на отрезке разбиения? 

 
3. Запиш

ите уравнение касательной к граф
ику интегральной кривой 

в точке (
5

x
, 

5
y

). 
 

4. К
ак определяется ш

аг разбиения отрезка? 
 

5. Запиш
ите основную

 расчетную
 ф
орм

улу м
етода Э

йлера. 
 

Задач
и

 
  

1. Н
айти приближ

енное реш
ение уравнения 

2
y

y
x

y



 

 на отрезке 


3,
0,

0
, удовлетворяю

щ
ее начальном

у условию
 




1
0


y
, с точностью

 до 
двух знаков после запятой. 

 
О
т
вет

: 
x 

0,0 
0,1 

0,2 
0,3 

y 
1,00

1,20
1,45

1,78
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4

В
оз
м
ож

ны
 т
ри

 с
лу
ча
я 
ко
рн
ей

 х
ар
ак
те
ри
ст
ич
ес
ко
го

 у
ра
вн
ен
ия

: 

1)
 к
ор
ни

 
1k
 и

 
2k

 
 д
ей
ст
ви
те
ль
ны

е 
и 
ра
зл
ич
ны

е.
 Т
ог
да

 о
бщ

ее
 р
еш

е-
ни
е 
на
хо
ди
тс
я 
по

 ф
ор
м
ул
е 




n
n

k
C

k
C

n
X

2
2

1
1




, 

гд
е 

1
C

 и
 

2
C

 
 п
ро
из
во
ль
ны

е 
по
ст
оя
нн
ы
е;

 

2)
 к
ор
ни

 д
ей
ст
ви
те
ль
ны

е 
и 
ра
вн
ы
е:

 
1k
=

2k
=

k
, т
ог
да

 







n
k

n
C

C
n

X
2

1



; 

3)
 к
ор
ни

 к
ом

пл
ек
сн
о-
со
пр
яж

ен
ны

е:
 







i
k

2,1
, 
то
гд
а 
об
щ
ее

 р
еш

е-

ни
е 
ра
зн
ос
тн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 
на
хо
ди
тс
я 
по

 ф
ор
м
ул
е 













n
C

n
C

r
n

X
n

si
n

co
s

2
1

, 

гд
е 

r 
 
м
од
ул
ь;

 
 

 а
рг
ум

ен
т 
ко
м
пл
ек
сн
ог
о 
чи
сл
а;

 

2
2







r
, 







tg
. 

 
П
р
и
м
е
р
 6
.1
. Р
еш

ит
ь 
ур
ав
не
ни
е:

 
n

n
n

n
x

x
x

3
32

5
4

1
2










. 

 
Δ

 С
ос
та
ви
м

 х
ар
ак
те
ри
ст
ич
ес
ко
е 
ур
ав
не
ни
е 

0
5

4
2





q

k
k

. 
Н
ах
о-

ди
м

 к
ор
ни

 к
ва
др
ат
но
го

 у
ра
вн
ен
ия

: 
1k
=

 -
 5

, 
2k

=
 1

. 
К
ор
ни

 х
ар
ак
те
ри
ст
ич
е-

ск
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 
де
йс
тв
ит
ел
ьн
ы
е 
и 
ра
зл
ич
ны

е,
 с
ле
до
ва
те
ль
но

, 
об
щ
ее

 р
е-

ш
ен
ие

 с
оо
тв
ет
ст
ву
ю
щ
ег
о 
од
но
ро
дн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 
им

ее
т 
ви
д 










2
1

2
1

5
1

5
C

C
C

C
n

X
n

n
n










. 

 
Т
еп
ер
ь 
на
йд
ем

 ч
ас
тн
ое

 р
еш

ен
ие

 н
ео
дн
ор
од
но
го

 у
ра
вн
ен
ия

. В
ос
по
ль

-
зу
ем
ся

 д
ля

 э
то
го

 м
ет
од
ом

 н
ео
пр
ед
ел
ен
ны

х 
ко
эф
ф
иц
ие
нт
ов

. 
Б
уд
ем

 и
ск
ат
ь 

ча
ст
но
е 
ре
ш
ен
ие

 в
 в
ид
е,

 п
ох
ож

ем
 н
а 
пр
ав
ую

 ч
ас
ть

 р
аз
но
ст
но
го

 у
ра
вн
ен
ия

: 



n
a

n
x

3


. 
Т
ог
да

 



n

n
a

a
n

x
3

3
3

1
1










, 



n

n
a

a
n

x
3

9
3

2
2










. 
П
од

-
ст
ав
ля
я 
эт
и 
вы

ра
ж
ен
ия

 в
 з
ад
ан
но
е 
ур
ав
не
ни
е,

 п
ол
уч
им

: 
n

n
n

n
a

a
a

3
32

3
5

3
12

3
9











  


  
n

n
a

3
32

3
16





  


  
2


a

. 

Т
ак
им

 о
бр
аз
ом

, ч
ас
тн
ое

 р
еш

ен
ие

 и
м
ее
т 
ви
д 




n
n

x
3

2



. 

 
С
кл
ад
ы
ва
я 
по
лу
че
нн
ы
е 
ре
ш
ен
ия

, о
ко
нч
ат
ел
ьн
о 
им

ее
м

: 




n
n

n
C

C
x

3
2

5
2

1








.  
▲
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И
нв
ес
ти
ци
и 
ис
по
ль
зу
ю
тс
я 
на

 в
ос
ст
ан
ов
ле
ни
е 
вы

бы
вш

их
 ф
он
до
в 
и 

на
 и
х 
пр
ир
ос
т.

 Е
сл
и 
пр
ин
ят
ь,

 ч
то

 в
ы
бы

ти
е 
пр
ои
сх
од
ит

 с
 п
ос
то
ян
ны

м
 к
о-

эф
ф
иц
ие
нт
ом

 в
ы
бы
т
ия

 
, 

1
0





 (
в 
ра
сч
ёт
е 
на

 г
од

),
 т
о 

K
Y

d tdK






. 

Э
то

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 п
ер
во
го

 п
ор
яд
ка

. 

Е
сл
и 
сч
ит
ат
ь,

 ч
то

 п
ри
ро
ст

 т
ру
до
вы

х 
ре
су
рс
ов

 п
ро
по
рц
ио
на
ле
н 
на

-
ли
чн
ы
м

 т
ру
до
вы

м
 р
ес
ур
са
м

, т
о 
по
лу
ча
ем

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 

L
dtdL




, 

гд
е 
ко
эф
ф
иц
ие
нт

 п
ро
по
рц
ио
на
ль
но
ст
и 


– 
го
до
во
й 
пр
ир
ос
т

 т
ру
до
вы
х 
ре

-
су
рс
ов

. Р
еш

ая
 э
то

 у
ра
вн
ен
ие

 с
 р
аз
де
ля
ю
щ
им

ис
я 
пе
ре
м
ен
ны

м
и,

 п
ол
уч
ае
м

 
t

e
L

L


0


,  
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

 (
0.

1)
 

гд
е 

)0(
0

L
L


 –

 т
ру
до
вы

е 
ре
су
рс
ы

 в
 н
ач
ал
е 
на
бл
ю
де
ни
я.

 

Т
ак
им

 о
бр
аз
ом

, м
од
ел
ь 
С
ол
оу

 з
ад
аё
тс
я 
си
ст
ем
ой

 у
ра
вн
ен
ий

 

  


















.
)0(

   ,
/

,

),
,

(

,
)

1(

0

0

K
K

K
Y

dt
dK

e
L

L

L
K

f
Y

Y
C

t
 

Ф
ун
кц
ия

 
)

,
(

L
K

f
 у
до
вл
ет
во
ря
ет

 т
ре
бо
ва
ни
ям

 к
 п
ро
из
во
дс
тв
ен
но
й 

ф
ун
кц
ии

 
и 

сч
ит
ае
тс
я 

ли
не
йн
о-
од
но
ро
дн
ой

, 
т.
е.

 
)

,
(

)
,

(
L

K
f

L
K

f






. 

П
ол
ьз
уя
сь

 е
ё 
од
но
ро
дн
ос
ть
ю

 и
 о
бо
зн
ач
ив

 с
ре
дн
ю
ю

 п
ро
из
во
ди
те
ль
но
ст
ь 

тр
уд
а 

L
Y

y
/


, с
ре
дн
ю
ю

 ф
он
до
во
ор
уж

ён
но
ст
ь 

L
K

k
/


, п
ол
уч
ае
м

 

)1,
(

)1,
/

(
/)

,
(

/
k

f
L

K
f

L
L

K
f

L
Y

y






. 

Е
сл
и 
вв
ес
ти

 о
бо
зн
ач
ен
ие

 


 1,
)

(
k

f
k

F


, т
о 
по
лу
ча
ем

 
)

(k
F

y


. 

Д
ал
ее

 н
ай
дё
м

 п
ро
из
во
дн
ую

 о
т 
ср
ед
не
й 
ф
он
до
во
ор
уж

ен
но
ст
и 

k
 п
о 

пе
ре
м
ен
но
й 

t:
 




.
)

(

)
(

2
2

k
y

LK

LY

LK

L

K
Y

LL
LK

L
K

Y

LL
K

LK

L

L
K

L
K

LK
dtd

dtdk













































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О
кончательно получаем

 

.
)0

(

,
)

(
)

(

0 0
0

L K
k

k

k
k

F
dt

dk













                                     (0.2) 

У
равнение (0.2) – это уравнение с разделяю

щ
им

ися перем
енны

м
и и 

начальны
м

 условием
 (задача К

ош
и), поэтом

у оно им
еет единственное ре-

ш
ение. П

оведение м
акропоказателей м

одели целиком
 определяется уравне-

нием
 (0.2) и динам

икой трудовы
х ресурсов (0.1). 

М
ож

но такж
е исследовать некоторы

е специальны
е реш

ения уравне-
ния (0.2). Н

априм
ер, рассм

отрим
 стационарную

 траекторию
, т.е. такую

, на 
которой ф

ондовооруж
ённость постоянна и равна своем

у  начальном
у зна-

чению
: 

0
)

(
k

const
t

k



. Н

о поскольку таким
 постоянны

м
 значением

 м
о-

ж
ет бы

ть, наверное, не всякое начальное, обозначим
 его 

0
k

. Т
акое значе-

ние 
ф
ондовооруж

ённости 
назы

вается 
стационарны

м
. 
Н
а 
стационарной 

траектории 
0

/


dt
dk

, поэтом
у 

0
k

 есть реш
ение уравнения 







0





k
k

F





. 

Т
аким

 образом
, необходим

о ум
еть не только составлять м

атем
атиче-

ские м
одели эконом

ических процессов, но и находить реш
ение этих м

оде-
лей, а такж

е исследовать полученное реш
ение. 

  

1. Д
И
Ф
Ф
Е
Р
Е
Н
Ц
И
А
Л
Ь
Н
Ы
Е

 У
Р
А
В
Н
Е
Н
И
Я

 П
Е
Р
В
О
Г
О

 П
О
Р
Я
Д
К
А

 
 

И
зучение теории обы

кновенны
х диф

ф
еренциальны

х уравнений нач-
нем

 с наиболее просты
х уравнений – уравнений первого порядка. 

 
1.1. О

сн
о
в
н
ы
е о

п
р
ед

ел
ен
и
я

 и
 п
о
н
я
ти
я

 
 

О
п
р
е
д
е
л
е
н
и
е
. 
Д
иф
ф
еренциальны

м
 
уравнением

 
первого 

порядка 
назы

вается уравнение вида 
.0

)
,

,
(


y

y
x

F
                                          (1.1) 

Ф
орм

а записи диф
ф
еренциального уравнения (1.1) назы

вается общ
ей 

ф
орм

ой . 
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М
еж

ду теориям
и разностны

х и диф
ф
еренциальны

х уравнений про-
слеж

ивается определенная аналогия. Е
сли в уравнении (6.1) ф

орм
ально 

зам
енить n на x, 

n
x

 на 

x

y
, 

1
n

x
 на 


x

y 
, 

, 


n
x

 на 



x
y


, то получится 
обы

кновенное диф
ф
еренциальное уравнение порядка 

: 






0
,

,
,

,






y

y
y

x
F

. 

 
Т
ак ж

е, как в теории диф
ф
еренциальны

х уравнений, вводится задача 
К
ош
и – задача нахож

дения реш
ения уравнения (6.1) удовлетворяю

щ
его 

начальны
м

 условиям
: 




0
0

a
n

x


, 



1

0
1

a
n

x



, 

, 



1

0
1










a
n

x
. 

О
п
р
е
д
е
л
е
н
и
е
. Л

инейны
м

 разност
ны
м

 уравнением
 порядка 

 на-
зы
вается разностное уравнение вида 











n

f
x

n
a

x
n

a
x

n
a

n
n

n














1
1

0
,                  (6.2) 

где 










n

f
n

a
n

a
n

a
,

,
,

,
1

0



  заданны

е ф
ункции от n, 

N
n

. Е
сли пра-

вя часть уравнения 



0


n
f

, то уравнение 










0
1

1
0














n

n
n

x
n

a
x

n
a

x
n

a
 

назы
ваю

т линейны
м

 однородны
м

 уравнением
. 

  В
 случае, когда коэф

ф
ициенты

 



a

a
a

,
,

,
1

0
 уравнения (6.2) явля-

ю
тся константам

и, м
етоды

 реш
ения данного класса уравнений во м

ногом
 

аналогичны
 реш

ению
 линейны

х диф
ф
еренциальны

х уравнений с постоян-
ны

м
и коэф

ф
ициентам

и (см
. подраздел 2.4). 

 
Р
ассм

отрим
 линейное разностное уравнение второго порядка: 


n

f
x

q
x

p
x

n
n

n








1
2

,                                  (6.3) 

где p и q – заданны
е числа. 

Т
ак ж

е, как и для линейны
х диф

ф
еренциальны

х уравнений, общ
ее 

реш
ение уравнения (6.3) определяется по ф

орм
уле 





n

x
n

X
x

n



, 

где 

n

X
  общ

ее реш
ение соответствую

щ
его (6.3) однородного уравне-

ния; 

n

x
  некоторое частное реш

ение уравнения (6.3). 

Д
ля нахож

дения общ
его реш

ения однородного уравнения необходи-
м
о сначала реш

ить характ
ерист

ическое уравнение 

0
2





q

pk
k

. 
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2

 
2.

 Н
ай
ти

 п
ри
бл
иж

ен
но
е 
ре
ш
ен
ие

 у
ра
вн
ен
ия

 
3

2
y

x
y




 н
а 
от
ре
зк
е 


 4,0,0
, 
уд
ов
ле
тв
ор
яю

щ
ее

 н
ач
ал
ьн
ом

у 
ус
ло
ви
ю

 



0
0


y
, 
с 
то
чн
ос
ть
ю

 д
о 

тр
ех

 з
на
ко
в 
по
сл
е 
за
пя
то
й.

 

 
О
т
ве
т

: 
x 

0,
0 

0,
1 

0,
2 

0,
3 

0,
4 

y 
0,

00
0 

0,
00

0
0,

00
1

0,
00

5
0,

01
4

 
6.

 Р
А
З
Н
О
С
Т
Н
Ы
Е

 У
Р
А
В
Н
Е
Н
И
Я

 
 

6.
1.

 О
сн
о
в
н
ы
е 
п
о
н
я
ти
я

 
 О
п
р
е
д
е
л
е
н
и
е
. Р
аз
но
ст
ны
м

 у
ра
вн
ен
ие
м

 п
ор
яд
ка

 
на
зы
ва
ет
ся

 у
ра
в-

не
ни
е 
ви
да

 



0

,
,

,
,

1








n
n

n
x

x
x

n
F

,  
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
 (

6.
1)

 

гд
е 


 
 ф
ик
си
ро
ва
нн
ое

 ч
ис
ло

; 
N

n


; 






n

n
n

x
x

x
,

,
,

1
 

 ч
ле
ны

 н
ек
от
о-

ро
й 
чи
сл
ов
ой

 п
ос
ле
до
ва
те
ль
но
ст
и.

 

 
Р
еш

ен
ия
м
и 

ра
зн
ос
тн
ог
о 

ур
ав
не
ни
я 

яв
ля
ю
тс
я 

по
сл
ед
ов
ат
ел
ьн
ос
ти

 



N

n
nx


. Н

ай
ти

 о
бщ
ее

 р
еш
ен
ие

 р
аз
но
ст
но
го

 у
ра
вн
ен
ия

 (
6.

1)
 о
зн
ач
ае
т 
на
йт
и 

вс
е 
по
сл
ед
ов
ат
ел
ьн
ос
ти

, у
до
вл
ет
во
ря
ю
щ
ие

 э
то
м
у 
ур
ав
не
ни
ю

. 

  
Р
аз
но
ст
ны

е 
ур
ав
не
ни
я 
ча
ст
о 
ис
по
ль
зу
ю
тс
я 
в 
м
од
ел
ях

 э
ко
но
м
ич
ес
ко
й 

ди
на
м
ик
и 
с 
ди
ск
ре
тн
ы
м

 в
ре
м
ен
ем

, 
а 
та
кж

е 
дл
я 
пр
иб
ли
ж
ен
но
го

 р
еш

ен
ия

 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ы
х 
ур
ав
не
ни
й.

 

 
Н
ек
от
ор
ы
е 
ти
пы

 р
аз
но
ст
ны

х 
ур
ав
не
ни
й 
вс
тр
еч
аю

тс
я 
в 
эл
ем
ен
та
рн
ой

 
м
ат
ем
ат
ик
е.

 Н
ап
ри
м
ер

, р
аз
но
ст
но
е 
ур
ав
не
ни
е 
вт
ор
ог
о 
по
ря
дк
а 

2
1

1






n

n
n

x
x

x
 

яв
ля
ет
ся

 п
ри
зн
ак
ом

 а
ри
ф
м
ет
ич
ес
ко
й 
пр
ог
ре
сс
ии

. 
Р
еш

ен
ие
м

 э
то
го

 у
ра
вн
е-

ни
я 
яв
ля
ет
ся

 п
ос
ле
до
ва
те
ль
но
ст
ь 


 1





n

d
a

x n
, 
гд
е 

a 
и 

d 
 
пр
ои
зв
ол
ь-

ны
е 
де
йс
тв
ит
ел
ьн
ы
е 
чи
сл
а;

 a
 –

 п
ер
вы

й 
чл
ен

 п
ро
гр
ес
си
и;

 d
 –

 р
аз
но
ст
ь 

ар
иф

м
ет
ич
ес
ко
й 
пр
ог
ре
сс
ии

.  
 

У
ра
вн
ен
ие

 

1
1

2





n
n

n
y

y
y

 

оп
ре
де
ля
ет

 п
ри
зн
ак

 г
ео
м
ет
ри
че
ск
ой

 п
ро
гр
ес
си
и,

 е
го

 р
еш

ен
ие
м

 я
вл
яе
тс
я 

по
сл
ед
ов
ат
ел
ьн
ос
ть

 
1


n

n
qb

y
, 
гд
е 

b 
и 

q 
 
пр
ои
зв
ол
ьн
ы
е 
де
йс
тв
ит
ел
ьн
ы
е 

чи
сл
а;

 b
 –

 п
ер
вы

й 
чл
ен

 п
ро
гр
ес
си
и;

 q
 –

 з
на
м
ен
ат
ел
ь 
ге
ом

ет
ри
че
ск
ой

 п
ро

-
гр
ес
си
и.
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Е
сл
и 
ур
ав
не
ни
е 

(1
.1

) 
м
ож

но
 р
аз
ре
ш
ит
ь 
от
но
си
те
ль
но

 
y

, 
то

 е
го

 м
ож

но
 

за
пи
са
ть

 в
 в
ид
е 

)
,

(
y

x
y




.  
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

 (
1.

2)
 

Ф
ор
м
а 
за
пи
си

 у
ра
вн
ен
ия

 (
1.

2)
 н
аз
ы
ва
ет
ся

 н
ор
м
ал
ьн
ой

 ф
ор
м
ой

 и
ли

 
ф
ор
м
ой

 К
ош

и 
за
пи
си

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 
пе
рв
ог
о 
по
ря
дк
а.

 
У
ра
вн
ен
ие

 (
1.

2)
 м
ож

но
 т
ак
ж
е 
пр
ед
ст
ав
ит
ь 
и 
в 
др
уг
ой

 ф
ор
м
е,

 к
от
ор
ая

 
на
зы
ва
ет
ся

 д
иф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ой

 ф
ор
м
ой

 з
ап
ис
и 
ур
ав
не
ни
я 
пе
рв
ог
о 
по
ря
дк
а:

 

0
)

,
(

)
,

(



dy

y
x

Q
dx

y
x

P
.  

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

(1
.3

) 

 Д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ую

 ф
ор
м
у 
за
пи
си

 у
ра
вн
ен
ия

 (
1.

3)
 м
ож

но
 п
ол
уч
ит
ь,

 

ис
по
ль
зу
я 
об
оз
на
че
ни
е 
пр
ои
зв
од
но
й:

 
dxdy

y


. 

 У
ра
вн
ен
ие

 в
 с
им
м
ет
ри
че
ск
ой

 ф
ор
м
е 

(1
.3

) 
уд
об
но

 т
ем

, 
чт
о 
пе
ре
м
ен

-
ны

е 
x 
и 

y 
в 
не
м

 р
ав
но
пр
ав
ны

, т
.е

. к
аж

ду
ю

 и
з 
ни
х 
м
ож

но
 р
ас
см
ат
ри
ва
ть

 к
ак

 
ф
ун
кц
ию

 д
ру
го
й.

 

Ф
ор
м
ы

 з
ап
ис
и 

(1
.1

) 
 

(1
.3

) 
– 
эт
о 
ра
зл
ич
ны

е 
пр
ед
ст
ав
ле
ни
я 
од
но
го

 и
 

то
го

 ж
е 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я.

 

П
р
и
м
е
р
 1
.1
. 
Р
ас
см
от
ри
м

 у
ра
вн
ен
ие

: 
0





y

y
x

. 
Д
ан
но
е 
ур
ав
не

-
ни
е 
яв
ля
ет
ся

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ы
м

 у
ра
вн
ен
ие
м

 п
ер
во
го

 п
ор
яд
ка

, 
та
к 
ка
к 
со

-
де
рж

ит
 п
ро
из
во
дн
ую

 п
ер
во
го

 п
ор
яд
ка

 y
' 
не
ко
то
ро
й 
ф
ун
кц
ии

 y
(x

),
 к
ро
м
е 

то
го

, 
эт
о 

ур
ав
не
ни
е 

за
пи
са
но

 
в 

об
щ
ей

 
ф
ор
м
е 

(1
.1

),
 

гд
е 




y
y

x
y

y
x

F








,
,

. 
И
з 

эт
ог
о 

ур
ав
не
ни
я 

вы
ра
зи
м

 
пр
ои
зв
од
ну
ю

: 
y

x
y




. 
В

 р
ез
ул
ьт
ат
е,

 п
ол
уч
им

 т
о 
ж
е 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 у
ра
вн
ен
ие

, 
но

 
за
пи
са
нн
ое

 в
 н
ор
м
ал
ьн
ой

 ф
ор
м
е 

(1
.2

),
 г
де

 Ф
(x

, y
) 

=
 x

 +
 y

. Е
сл
и 
в 
по
сл
ед
не
м

 

ур
ав
не
ни
и 

сд
ел
ат
ь 

за
м
ен
у 

dxdy
y


, 
то

 
по
лу
чи
м

 
y

x
dxdy




 
ил
и 

0
)

(





dy
dx

y
x

 
– 
ур
ав
не
ни
е,

 
за
пи
са
нн
ое

 
в 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ой

 
ф
ор
м
е 

(1
.3

),
 г
де

  P
(x

, y
) 

=
 x

 +
 y

, а
  Q

(x
, y

) 
=

 –
1.

 

О
п
р
е
д
е
л
е
н
и
е
. 
Р
еш
ен
ие
м

 д
иф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 

(1
.1

) 
на

-
зы
ва
ет
ся

 ф
ун
кц
ия

 
)

( xy
y


 и
ли

 
)

(yx
x


, о
бр
ащ

аю
щ
ая

 э
то

 у
ра
вн
ен
ие

 в
 т
о-

ж
де
ст
во

. П
ро
це
сс

 н
ах
ож

де
ни
я 
ре
ш
ен
ия

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 
на

-
зы
ва
ет
ся

 и
нт
ег
ри
ро
ва
ни
ем

 д
иф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я.

 Г
ра
ф
ик

 р
еш

е-
ни
я 

)
( xf

y


 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 
на

 к
оо
рд
ин
ат
но
й 
пл
ос
ко
ст
и 

O
x y

 н
аз
ы
ва
ет
ся

 и
нт
ег
ра
ль
но
й 
кр
ив
ой

 д
иф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я.

 

За
да
ча

 и
нт
ег
ри
ро
ва
ни
я 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 
со
ст
ои
т 
в 
на

-
хо
ж
де
ни
и 
вс
ех

 р
еш

ен
ий

 э
то
го

 у
ра
вн
ен
ия

 и
 и
зу
че
ни
и 
их

 с
во
йс
тв

. 
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У
равнение вида (1.7) является диф

ф
еренциальны

м
 уравнением

 с раз-
деленны

м
и  перем

енны
м
и (1.5). С

читая y известной ф
ункцией от x

, равен-
ство (1.7) м

ож
но рассм

атривать как равенство двух диф
ф
еренциалов, по-

этом
у неопределенны

е интегралы
 от них будут отличаться на постоянную

 







C
dx

x
f

y
g dy

)
(

)
(

. 

И
нтегрируя, получим

: 
,

)
(

)
(

C
x

F
y

G



 

где 
)

(y
G

 – первообразная ф
ункции 

)
( 1y

g
, 

)
(x

F
 – первообразная ф

ункции 

)
(x

f
. М

ы
 получили соотнош

ение, связы
ваю

щ
ее реш

ение 
y

, независим
ую

 
перем

енную
 x

 и произвольную
 постоянную

 C
, т.е. получили общ

ий инте-
грал уравнения (1.6). 

  Е
сли уравнение 

0
)

(


y
g

 им
еет корни 

const
y

y
i 


, то они являю

тся 
реш

ениям
и уравнения (1.6). Е

сли ф
ункции 

i
y

y


 не м
огут бы

ть получены
 

из ф
орм

улы
 общ

его реш
ения ни при каком

 конечном
 C

, то они назы
ваю

т-
ся  особы

м
и реш

ениям
и диф

ф
еренциального уравнения, в противном

 слу-
чае – это частны

е реш
ения. 

П
р
ави

л
о р

еш
ен
и
я ди

ф
ф
ер
ен
ц
и
ал
ьн
ого ур

авн
ен
и
я 
с р

аздел
яю

-
щ
и
м
и
ся п

ер
ем
ен
н
ы
м
и

: 

1) необходим
о разделить перем

енны
е 

x
 и 

y
, т.е. получить диф

ф
е-

ренциальное уравнение с разделённы
м
и перем

енны
м
и; 

2) проинтегрировать полученное уравнение и найти общ
ее реш

ение 
(общ

ий интеграл); 
3) найти особы

е реш
ения (если они есть). 

  В
 диф

ф
еренциальном

 уравнении первого порядка м
ож

но будет раз-
делить перем

енны
е, если его м

ож
но представить в виде (1.6), т.е. правую

 
часть диф

ф
еренциального уравнения удастся записать в виде произведения 

ф
ункций, содерж

ащ
их или только x, или только y. 

  Р
азделить перем

енны
е в уравнении, записанном

 в диф
ф
еренциальной 

ф
орм

е (1.3), возм
ож

но, если ф
ункции 

)
,

(
y

x
P

 и 
)

,
(

y
x

Q
 так ж

е м
ож

но пред-
ставить в виде произведений, т.е. 

0
)

(
)

(
)

(
)

(
2

1
2

1



dy

y
Q

x
Q

dx
y

P
x

P
. 
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П
р
и
м
е
р
 4.2. П

роинтегрировать приближ
енно с пом

ощ
ью

 ряда Т
ей-

лора уравнение: 
2

2
2

1
y

x
x

y





 
; 

1
)1

(


y
, взяв пять первы

х членов раз-
лож

ения, отличны
х от нуля. 

Δ
  С

огласно (4.2), реш
ением

 исходного диф
ф
еренциального уравне-

ния является ф
ункция 

...
)1

(
!4

)1
(

)1
(

!3

)1
(

)1
(

!2 )1
(

)1
(

!1

)1
(

)1
(

)
(

4
3

2




















x
y

x
y

x
y

x
y

y
x

y
IV

 

 
Н
ачальное условие 

1
)1

(


y
 даёт первы

й член этого ряда. П
одставив 

1


x
 и 

1


y
 в данное уравнение, получим

: 
1

1
2

1
1

1
)1

(









y

. 

 
Д
иф

ф
еренцируя данное уравнение по перем

енной х, последователь-
но получаем

: 




yy
x

y
x

x
y





 





 

4
2

1
2

1
2

2
, 







yy
y

yy
x

y






 





 


4

4
2

4
2

1
2

, 







 


 


 





 








yy
y

y
y

y
yy

y
y

IV
4

4
2

4
4

4
2

2
yy

y
y


 




4
12

. 

П
олагая 

1


x
 и используя значения 

1
)1

(


y
, 

1
)1

(


y
, последова-

тельно находим
: 

1
1

1
4

1
2

1
)1

(












y

,   
2

)1
(

1
4

1
4

2
)1

(














y
, 


4

8
12

2
1

4
)1

(
1

12
1

















IV

y
. 

Т
аким

 образом
, иском

ое реш
ение им

еет вид 

...
)1

(!4 4
)1

(!3 2
)1

(!2 1
)1

(!1 1
1

)
(

4
3

2

















x
x

x
x

x
y

 

или 

...
)1

(
6 1

)1
(

3 1
)1

(
2 1

4
3

2












x

x
x

x
y

  ▲
 

 
В
О
П
Р
О
С
Ы

 И
 ЗА

Д
А
Ч
И

 Д
Л
Я

 П
О
В
Т
О
Р
Е
Н
И
Я

 
 

В
оп
р
осы

 
 1. В

 каком
 случае находится реш

ение диф
ф
еренциального уравнения 

в виде степенного ряда? 
2. К

акова основная идея приближ
енного реш

ения диф
ф
еренциаль-

ны
х уравнений? 
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0

Ф
ор
м
ул
а 

(5
.1

) 
ес
ть

 о
сн
ов
на
я 
ра
сч
ет
на
я 
ф
ор
м
ул
а 
м
ет
од
а 
Э
йл
ер
а.

 Е
ё 

то
чн
ос
ть

 т
ем

 в
ы
ш
е,

 ч
ем

 м
ен
ьш

е 
ра
зн
ос
ть

 Δ
x.

 

  
 Р
еш

ен
ие

 з
ад
ач
и 
К
ош

и,
 п
ол
уч
ен
но
е 
пр
и 
по
м
ощ

и 
ф
ор
м
ул
ы

 (
5.

1)
, 
на

-
зы
ва
ет
ся

 ч
ис
ле
нн
ы
м

 р
еш
ен
ие
м

, 
а 
сп
ос
об

 п
ол
уч
ен
ия

 т
ак
ог
о 
ре
ш
ен
ия

 н
аз
ы

-
ва
ет
ся

 ч
ис
ле
нн
ы
м

 и
нт
ег
ри
ро
ва
ни
ем

 д
иф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я.

 

 
П
р
и
м
е
р
 5
.1
. 
Н
ай
ти

 п
ри
бл
иж

ен
но
е 

(ч
ис
ле
нн
ое

) 
ре
ш
ен
ие

 у
ра
вн
ен
ия

 
y

x
y




 н
а 
от
ре
зк
е 


 1,0
, у
до
вл
ет
во
ря
ю
щ
ее

 н
ач
ал
ьн
ом

у 
ус
ло
ви
ю

 



1
0


y
, 

и 
вы

чи
сл
ит
ь 

 1y
. 

 
Δ

 
Р
аз
де
ли
м

 
от
ре
зо
к 


 1,0
 
на

 
10

 
ра
вн
ы
х 
ча
ст
ей

 
то
чк
ам
и 

0
0


x
, 

1,0
1


x
, 

2,0
2


x
, 


, 
1

10


x
, т
ог
да

 Δ
x 

=
 0

,1
. О

бо
зн
ач
им

 ч
ер
ез

 
1y
,

2y
, 


, 
10y

 
пр
иб
ли
ж
ен
ны

е 
зн
ач
ен
ия

 р
еш

ен
ия

, к
от
ор
ы
е 
бу
де
м

 и
ск
ат
ь 
по

 ф
ор
м
ул
е 

(5
.1

),
 

ко
то
ра
я 
в 
на
ш
ем

 с
лу
ча
е 
пр
ин
им

ае
т 
ви
д 




1
1

1









i

i
i

i
y

x
y

y
Δ

x 
 


10,1

i
. 

В
ы
чи
сл
яе
м

: 



1,1

1,0
1

0
1

1








y
, 




22,1
1,0

1,1
1,0

1,1
2








y

. 

А
на
ло
ги
чн
о 
на
хо
дя
тс
я 
ос
та
ль
ны

е 
зн
ач
ен
ия

 
iy
, 
пр
ич
ем

 р
ез
ул
ьт
ат
ы

 
вы

чи
сл
ен
ия

 у
до
бн
о 
пр
ед
ст
ав
ля
ть

 в
 в
ид
е 
та
бл
иц
ы

, 
за
по
лн
яя

 е
е 
по

 с
тр
ок
ам

 
(т
аб
л.

 5
.1

).
 П

ри
 э
то
м

 в
се

 в
ы
чи
сл
ен
ия

 п
ро
во
ди
м

 с
 т
оч
но
ст
ью

 д
о 
че
ты
ре
х 

зн
ак
ов

 п
ос
ле

 з
ап
ят
ой

, ч
то
бы

 н
е 
на
ка
пл
ив
ал
ас
ь 
по
гр
еш

но
ст
ь 
ок
ру
гл
ен
ия

. 
 

Т
аб
ли
ца

 5
.1

 
Р
ез
ул
ьт
ат
ы

 в
ы
чи
сл
ен
ия

 
 

ix
 

iy
 




1
1





i
i

y
x

Δ
x 

0,0
0


x
 

0y
=

 1
,0

00
0 

0,
10

00
 

1,0
1


x
 

1y
=

 1
,1

00
0 

0,
12

00
 

2,0
2


x
 

2y
=

 1
,2

20
0 

0,
14

20
 

3,0
3


x
 

3y
=

 1
,3

62
0 

0,
16

62
 

4,0
4


x
 

4y
=

 1
,5

28
2 

0,
19

28
 

5,0
5


x
 

5y
=

 1
,7

21
0 

0,
22

21
 

6,0
6


x
 

6y
=

 1
,9

43
1 

0,
25

43
 

7,0
7


x
 

7y
=

 2
,1

97
4 

0,
28

97
 

8,0
8


x
 

8y
=

 2
,4

87
1 

0,
32

87
 

9,0
9


x
 

9y
=

 2
,8

15
8 

0,
37

15
 

0,1
10


x
 

10y
=

 3
,1

87
3 
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м
у 

ус
ло
ви
ю

, 
бу
де
м

 
на
зы
ва
ть

 
ча
ст
ны
м

 
ре
ш
ен
ие
м

 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 

ур
ав
не
ни
я,

 т
.е

. 
)

,
(

C
x

f
y


 –
 о
бщ

ее
 р
еш

ен
ие

, 
)

,
(

0
C

x
f

y


 –
 ч
ас
тн
ое

 р
еш

е-
ни
е.

  Е
сл
и 
ре
ш
ен
ие

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 
по
лу
че
но

 в
 н
ея
вн
ом

  
ви
де

, 
то

 
бу
де
м

 
на
зы
ва
ть

 
ег
о 
об
щ
им

 
ил
и 
ча
ст
ны
м

 
ин
т
ег
ра
ло
м

, 
т.
е.

 
0

)
,

,
(


C

y
x

Y
 –

 о
бщ

ий
 и
нт
ег
ра
л,

 
0

)
,

,
(

0


C
y

x
Y

 –
 ч
ас
тн
ы
й 
ин
те
гр
ал

. 

Т
ак
им

 о
бр
аз
ом

, о
бщ

ее
 р
еш

ен
ие

 (
об
щ
ий

 и
нт
ег
ра
л)

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
о-

го
 у
ра
вн
ен
ия

 п
ре
дс
та
вл
яе
т 
со
бо
й 
со
во
ку
пн
ос
ть

 ч
ас
тн
ы
х 
ре
ш
ен
ий

 (
ча
ст
ны

х 
ин
те
гр
ал
ов

),
 с
оо
тв
ет
ст
ву
ю
щ
их

 р
аз
ли
чн
ы
м

 з
на
че
ни
ям

 п
ос
то
ян
но
й 

C
, 
на
й-

де
нн
ы
м

 д
ля

 в
се
во
зм
ож

ны
х 
на
ча
ль
ны

х 
ус
ло
ви
й 

y 0
 =

 y
(x

0)
. 
С

 г
ео
м
ет
ри
че

-
ск
ой

 т
оч
ки

 з
ре
ни
я 
об
щ
ее

 р
еш

ен
ие

 (
об
щ
ий

 и
нт
ег
ра
л)

 п
ре
дс
та
вл
яе
т 
со
бо
й 

се
м
ей
ст
во

 к
ри
вы

х 
на

 к
оо
рд
ин
ат
но
й 
пл
ос
ко
ст
и,

 з
ав
ис
ящ

ее
 о
т 
од
но
й 
пр
ои
з-

во
ль
но
й 
по
ст
оя
нн
ой

 C
. 
Э
ти

 к
ри
вы

е 
яв
ля
ю
тс
я 
ин
те
гр
ал
ьн
ы
м
и 
кр
ив
ы
м
и 

да
нн
ог
о 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я.

 Ч
ас
тн
ом

у 
ре
ш
ен
ию

 (
ча
ст
но
м
у 
ин

-
те
гр
ал
у)

 с
оо
тв
ет
ст
ву
ет

 о
дн
а 
кр
ив
ая

 э
то
го

 с
ем
ей
ст
ва

, п
ро
хо
дя
щ
ая

 ч
ер
ез

 н
ек
о-

то
ру
ю

 з
ад
ан
ну
ю

 т
оч
ку

 п
ло
ск
ос
ти

. 
 П
р
ав
и
л
о 
р
еш

ен
и
я 
за
да
ч
и

 К
ош

и
: 

1)
 н
ай
ти

 о
бщ

ее
 р
еш

ен
ие

 (
об
щ
ий

 и
нт
ег
ра
л)

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав

-
не
ни
я;

 2)
 п
од
ст
ав
ит
ь 
на
ча
ль
ны

е 
зн
ач
ен
ия

 в
 ф
ор
м
ул
у 
об
щ
ег
о 
ре
ш
ен
ия

 (
ин
те

-
гр
ал
а)

 и
 и
з 
по
лу
че
нн
ог
о 
со
от
но
ш
ен
ия

 н
ай
ти

 з
на
че
ни
е 
пр
ои
зв
ол
ьн
ой

 п
ос
то

-
ян
но
й 

0
C

C


; 
3)

 п
ол
уч
ен
но
е 
зн
ач
ен
ие

 
0

C
 п
од
ст
ав
ит
ь 
в 
ф
ор
м
ул
у 
об
щ
ег
о 
ре
ш
ен
ия

 
(и
нт
ег
ра
ла

),
 в

 р
ез
ул
ьт
ат
е 
по
лу
чи
тс
я 
ча
ст
но
е 
ре
ш
ен
ие

 (
ча
ст
ны

й 
ин
те
гр
ал

),
 

ко
то
ро
е 
и 
яв
ля
ет
ся

 р
еш

ен
ие
м

 з
ад
ач
и 
К
ош

и.
 

 
1.

2.
 Г
ео
м
е
тр
и
ч
е
ск
и
й

 с
м
ы
сл

 у
р
ав

н
ен
и
я

 
 

П
ус
ть

 д
ан
о 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 п
ер
во
го

 п
ор
яд
ка

, 
ра
зр
е-

ш
ен
но
е 

 о
тн
ос
ит
ел
ьн
о 
пр
ои
зв
од
но
й,

 т
.е

. в
 н
ор
м
ал
ьн
ой

 ф
ор
м
е 

(1
.2

),
 и

 п
ус
ть

 
)

,
(

C
x

f
y


 е
ст
ь 
об
щ
ее

 р
еш

ен
ие

 д
ан
но
го

 у
ра
вн
ен
ия

. 
Э
то

 о
бщ

ее
 р
еш

ен
ие

 
оп
ре
де
ля
ет

 с
ем
ей
ст
во

 и
нт
ег
ра
ль
ны

х 
кр
ив
ы
х 
на

 п
ло
ск
ос
ти

 O
xy

. 
П
ра
ва
я 
ча
ст
ь 
ур
ав
не
ни
я 

(1
.2

) 
дл
я 
ка
ж
до
й 
то
чк
и 

M
(x

, y
) 
да
ет

 з
на
че
ни
е 

пр
ои
зв
од
но
й 

dxdy
, 
т.
е.

 у
гл
ов
ой

 к
оэ
ф
ф
иц
ие
нт

 к
ас
ат
ел
ьн
ой

 к
 и
нт
ег
ра
ль
но
й 

кр
ив
ой

, 
пр
ох
од
ящ

ей
 ч
ер
ез

 э
ту

 т
оч
ку

 (
со
гл
ас
но

 г
ео
м
ет
ри
че
ск
ом

у 
см
ы
сл
у 

пр
ои
зв
од
но
й)

. 
Т
ак
им

 о
бр
аз
ом

, 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 (
1.

2)
 д
ае
т 
со

-
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вокупность направлений или, как говорят, определяет поле направлений на 
плоскости O

xy. 
С
ледовательно, с геом

етрической точки зрения задача интегрирова-
ния диф

ф
еренциального уравнения заклю

чается в нахож
дении кривы

х, на-
правление касательны

х к которы
м

 совпадает с направлением
 поля в соот-

ветствую
щ
их точках. 

П
остроив на плоскости поле направлений данного диф

ф
еренциаль-

ного уравнения, м
ож

но приближ
енно построить интегральны

е кривы
е. 

Д
ля диф

ф
еренциального уравнения (1.2) геом

етрическое м
есто то-

чек, в которы
х вы

полняется соотнош
ение: 

const
k

dx dy



, назы

вается изо-

клиной данного диф
ф
еренциального уравнения. П

ри различны
х значениях 

k получаем
 различны

е изоклины
. У

равнение изоклины
, соответствую

щ
ей 

значению
 k, будет 

k
y

x
)

,
(


. П

остроив сем
ейство изоклин, м

ож
но при-

ближ
енно построить сем

ейство интегральны
х кривы

х. Г
оворят, что, зная 

изоклины
, 
м
ож

но 
качественно 

определить 
располож

ение 
интегральны

х 
кривы

х на плоскости. 

Н
априм

ер, рассм
отрим

 уравнение: 
x y

y


 
. Ф

ункция 
x y

y
x


)

,
(


 

не определена при 
0


x

, следовательно, поле направлений для данного 
уравнения м

ож
но построить на всей плоскости, кром

е оси O
y. 

И
зоклинам

и данного диф
ф
еренциального уравнения являю

тся 

k
x y



 или 

kx
y




. 

 
 





4 1

4 1
k

x
y

 

 
 





4 1

4 1
k

x
y

 

y =
 0  (k =

 0) 

y 

y =
 –4x  (k =

 4) 

y =
 –x  (k =

 1) 

y =
 4x  (k =

 –4) 

y =
 x  (k =

 –1) 

x

Р
ис. 1.2  
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Н
айдем

 приближ
енное реш

ение уравнения на отрезке 
b

x
,0

, удов-
летворяю

щ
ее заданны

м
 начальны

м
 условиям

. 

 
Р
азобьем

 отрезок 
b

x
,0

 точкам
и 

b
x

x
x

x
n









2

1
0

 на n рав-
ны

х 
частей. 

О
бозначим

 











1
1

2
0

1
n

n
x

x
x

x
x

x


Δ
x. 

О
бозначим

 

через 
i

y
 приближ

енны
е значения иском

ого реш
ения в точках 

i
x

 
n

i
,1


.  

П
роведем

 через точки разбиения 
i

x
 

прям
ы
е (рис. 5.1), параллельны

е оси 
O

y
, 
и 

последовательно 
проделаем

 
следую

щ
ие 

однотипны
е 

операции. 
П
одставим

 начальны
е значения 

0
x

 и 

0
y

 
в 

правую
 

часть 
уравнения 


y

x
f

y
,

 
 и вы

числим
 угловой ко-

эф
ф
ициент 


0

0 ,y
x

f
y
 

 
касатель-

ной к интегральной кривой в точке 
(

0
x

, 
0

y
). 

Д
ля 

вы
числения 

прибли-
ж
енного 

значения 
1

y
 
иском

ого 
ре-

ш
ения 

зам
еним

 
на 

отрезке 
1

0 ,
x

x
 

интегральную
 
кривую

 
отрезком

 
её 

касательной в точке (
0

x
, 

0
y

). П
ри этом

 получаем
:  




0
1

0
0

0
1

,
x

x
y

x
f

y
y





, 

откуда находим
 




0
1

0
0

0
1

,
x

x
y

x
f

y
y





 или 


0

0
0

1
,y

x
f

y
y




Δ
x. 

 
П
одставив значения 

1 x и 
1

y
 в правую

 часть уравнения 


y
x

f
y

,
 

, 
вы

числим
 угловой коэф

ф
ициент 


1

1 ,y
x

f
y
 

 касательной к интегральной 
кривой в точке (

1 x, 
1

y
). Д

алее, зам
енив на отрезке 

2
1 ,

x
x

 интегральную
 

кривую
 отрезком

 ее касательной, находим
 приближ

енное значение реш
е-

ния 
2

y
 в точке 

2
x

: 




1
2

1
1

1
2

,
x

x
y

x
f

y
y





 или 


1

1
1

2
,y

x
f

y
y




Δ
x. 

А
налогично находим

 
2

2
2

3
,y

x
f

y
y




Δ
x,  

,  


1
1

1
,








n

n
n

n
y

x
f

y
y

Δ
x. 

 
Т
аким

 образом
, получены

 приближ
енны

е значения 
i

y
 иском

ого ре-
ш
ения в точках 

i
x

 (приближ
енно построена иском

ая интегральная кривая в 
виде лом

аной). П
ри этом

 значения 
i

y
 вы

числяю
тся по ф

орм
уле 


1

1
1

,







i

i
i

i
y

x
f

y
y

Δ
x  

n
i

,1


.                            (5.1) 

 

0

 
 

  

y

x

Р
ис. 5.1 

x
n 

x
2

x
1

x
0

(x
n ,y

n )
(x

2 ,y
2 )

(x
1 ,y

1 )

(x
0 ,y

0 )
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За
да
ч
и

 
 

1.
 С

 п
ом

ощ
ью

 р
аз
ло
ж
ен
ия

 в
 р
яд

 п
о 
ст
еп
ен
ям

 
x

 п
ро
ин
те
гр
ир
ов
ат
ь 

сл
ед
ую

щ
ие

 у
ра
вн
ен
ия

 и
 о
пр
ед
ел
ит
ь 
об
ла
ст
ь 
су
щ
ес
тв
ов
ан
ия

 п
ол
уч
ен
но
го

 
ре
ш
ен
ия

:  
а)

 
0

2



y

x
y

; б
) 

y
x

y
2




; 



0
0


y
. 

 
О
т
ве
т

: 

а)
 










 


 
















0

1
4

1
0

4

0
1

4
4

9
8

5
4

4
1

4
8

7
4

3
k

k

k

k

k
k

x
a

k
k

x
a

y



; 

ре
ш
ен
ие

 

су
щ
ес
тв
уе
т 
на

 в
се
й 
чи
сл
ов
ой

 о
си

; 

б)
 






41

2
41

!
2

2
1

2

2











 
x

e
n

x
y

x

n

n
n

; 
ре
ш
ен
ие

 с
ущ

ес
тв
уе
т 
на

 в
се
й 
чи
сл
о-

во
й 
ос
и.

 

 
2.

 
3

2
y

y
x

y



; 

1
)0(


y
. 
Н
ай
ти

 ч
ет
ы
ре

 п
ер
вы

х 
(о
тл
ич
ны

х 
от

 н
ул
я)

 
чл
ен
а 
ра
зл
ож

ен
ия

. 

 
О
т
ве
т

: 









!3

17

!23

!1
1

3
2

x
x

x
y

 

 
3.

 
2 x

y
y

y



; 

1
)0(


y
, 

1
)0(


 y
. Н

ай
ти

 ш
ес
ть

 п
ер
вы

х 
(о
тл
ич
ны

х 
от

 
ну
ля

) 
чл
ен
ов

 р
аз
ло
ж
ен
ия

. 

 
О
т
ве
т

: 












!5

14

!43

!32

!2
!1

1
5

4
3

2
x

x
x

x
x

y
 

  
5.

 П
Р
И
Б
Л
И
Ж
Е
Н
Н
О
Е

 Р
Е
Ш
Е
Н
И
Е

 Д
И
Ф
Ф
Е
Р
Е
Н
Ц
И
А
Л
Ь
Н
Ы
Х

 
У
Р
А
В
Н
Е
Н
И
Й

 П
Е
Р
В
О
Г
О

 П
О
Р
Я
Д
К
А

 М
Е
Т
О
Д
О
М

 Э
Й
Л
Е
Р
А

 
  

Р
ас
см
от
ре
нн
ы
е 
в 
пе
рв
ом

 р
аз
де
ле

 а
на
ли
ти
че
ск
ие

 м
ет
од
ы

 н
ах
ож

де
ни
я 

то
чн
ы
х 
ре
ш
ен
ий

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ы
х 
ур
ав
не
ни
й 
пе
рв
ог
о 
по
ря
дк
а 
м
ог
ут

 
пр
ив
ес
ти

 к
 д
ов
ол
ьн
о 
сл
ож

ны
м

 в
ы
чи
сл
ен
ия
м

. 
В

 т
ак
их

 с
лу
ча
ях

 м
ож

но
 и
с-

по
ль
зо
ва
ть

 п
ри
бл
иж

ен
ны

й 
м
ет
од

 р
еш

ен
ия

 у
ра
вн
ен
ий

. Р
ас
см
от
ри
м

 о
ди
н 
из

 
та
ки
х 
м
ет
од
ов

, к
от
ор
ы
й 
но
си
т 
на
зв
ан
ие

 м
ет
од
а 
Э
йл
ер
а 

(л
ом
ан
ы
х 
Э
йл
ер
а)

. 

  
О
сн
ов
на
я 
ид
ея

 м
ет
од
а 
Э
йл
ер
а 
со
ст
ои
т 
в 
то
м

, 
чт
о 
ис
ко
м
ая

 и
нт
ег
ра
ль

-
на
я 
кр
ив
ая

, 
яв
ля
ю
щ
ая
ся

 г
ра
ф
ик
ом

 ч
ас
тн
ог
о 
ре
ш
ен
ия

, 
пр
иб
ли
ж
ен
но

 з
ам
е-

ня
ет
ся

 л
ом

ан
ой

. 

 
П
ус
ть

 д
ан
а 
за
да
ча

 К
ош

и 


 y
x

f
y

,


,  



0

0
y

x
y


. 
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Э
то

 
се
м
ей
ст
во

 
пр
ям
ы
х,

 
пр
ох
од
ящ

их
 
че
ре
з 

на
ча
ло

 
ко
ор
ди
на
т 

 
(р
ис

. 
1.

2)
. 
В

 к
аж

до
й 
то
чк
е 

(x
, 

y)
 

)0
(


x

 о
тд
ел
ьн
ой

 и
зо
кл
ин
ы

 с
ох
ра
ня
ет
ся

 
уг
ол

 н
ак
ло
на

 к
ас
ат
ел
ьн
ы
х,

 п
ро
ве
де
нн
ы
х 
к 
ин
те
гр
ал
ьн
ы
м

 к
ри
вы

м
 в

 э
ти
х 

то
чк
ах

. 
И
сп
ол
ьз
уя

 п
ол
уч
ен
но
е 
по
ле

 н
ап
ра
вл
ен
ий

, 
м
ож

но
 и
зо
бр
аз
ит
ь 
се

-
м
ей
ст
во

 и
нт
ег
ра
ль
ны

х 
кр
ив
ы
х,

 к
от
ор
ы
е,

 о
че
ви
дн
о,

 я
вл
яю

тс
я 
ги
пе
рб
ол
ам
и.

  

Р
ас
см
от
ри
м

 н
ес
ко
ль
ко

 т
ип
ов

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ы
х 
ур
ав
не
ни
й 
пе
рв
ог
о 

по
ря
дк
а.

 О
тм
ет
им

, ч
то

 о
бщ

ег
о 
м
ет
од
а 
на
хо
ж
де
ни
я 
ре
ш
ен
ий

 н
е 
су
щ
ес
тв
уе
т.

 
О
бы

чн
о 
ра
сс
м
ат
ри
ва
ю
т 
от
де
ль
ны

е 
ти
пы

 у
ра
вн
ен
ий

 и
 д
ля

 к
аж

до
го

 и
з 
ни
х 

на
хо
дя
т 
св
ой

 с
по
со
б 
на
хо
ж
де
ни
я 
ре
ш
ен
ий

. 

 
1.

3.
 Д
и
ф
ф
ер

ен
ц
и
ал

ь
н
ы
е 
ур
ав

н
ен
и
я

 с
 р
аз
д
ел

я
ю
щ
и
м
и
ся

  
п
ер
ем

ен
н
ы
м
и

 
 

1.
3.

1.
 Д
и
ф
ф
ер
ен
ц
и
ал

ь
н
о
е 
ур
ав
н
ен
и
е 
с 
р
аз
д
ел

ен
н
ы
м
и

  
п
ер
ем

ен
н
ы
м
и

 
 

О
п
р
е
д
е
л
е
н
и
е
. Е
сл
и 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 и
м
ее
т 
ви
д 

0
)

(
)

(



dy

y
Q

dx
x

P
,  

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

(1
.5

) 

гд
е 
м
но
ж
ит
ел
ь 
пр
и 

dx
 з
ав
ис
ит

 т
ол
ьк
о 
от

 x
, 
а 
м
но
ж
ит
ел
ь 
пр
и 

dy
 –

 т
ол
ьк
о 

от
 y

, т
о 
ур
ав
не
ни
е 
на
зы
ва
ет
ся

 д
иф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ы
м

 у
ра
вн
ен
ие
м

 с
 р
аз
де
лё
н-

ны
м
и 
пе
ре
м
ен
ны
м
и.

 П
ри

 э
то
м

 г
ов
ор
ят

, 
чт
о 
в 
ур
ав
не
ни
и 

(1
.5

) 
пе
ре
м
ен
ны
е 

ра
зд
ел
ен
ы

. 

О
бщ

им
 и
нт
ег
ра
ло
м

 т
ак
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 
бу
де
т 

С
dy

y
Q

dx
x

P






)

(
)

(
. 

 
1.

3.
2.

 Д
и
ф
ф
ер
ен
ц
и
ал

ь
н
о
е 
ур
ав
н
ен
и
е 
с 
р
аз
д
ел

я
ю
щ
и
м
и
ся

  
п
ер
ем

ен
н
ы
м
и

 
 

О
п
р
е
д
е
л
е
н
и
е
. Е
сл
и 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 и
м
ее
т 
ви
д 

)
(

)
(

y
g

x
f

y


,  
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

  (
1.

6)
 

ил
и 
ег
о 
м
ож

но
 п
ри
ве
ст
и 
к 
ви
ду

 (
1.

6)
, т
о 
го
во
ря
т,

 ч
то

 у
ра
вн
ен
ие

 н
аз
ы
ва
ет
ся

 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ы
м

 у
ра
вн
ен
ие
м

 с
 р
аз
де
ля
ю
щ
им
ис
я 
пе
ре
м
ен
ны
м
и.

 

Ра
сс
м
от
ри
м

 у
ра
вн
ен
ие

 (
1.

6)
. 
П
ре
об
ра
зу
ем

 е
го

, 
пр
ед
по
ла
га
я 

0
)

(


y
g

 и
 

уч
ит
ы
ва
я,

 ч
то

 
dxdy

y


, к
  в
ид
у 

dx
x

f
dy

y
g

)
(

)
(1


.  

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
(1

.7
) 
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В
ведем

 ф
ункцию

 


C
x

y





~
. Н

айдем
 её производную

, используя 
правило 

диф
ф
еренцирования 

слож
ной 

ф
ункции 

и 
учиты

вая 
равенство 

(1.9): 












y

f
C

x
f

C
x

C
x

y
~

~





 





 
 

. 

Т
аким

 
образом

, 
получили 


y

f
y

~
~
 

. 
Э
то 

говорит 
о 
том

, 
что 

ф
ункция 


C

x
y





~

 такж
е является реш

ением
 уравнения (1.8). ■

 

  Г
еом

етрическая трактовка данной теорем
ы

 заклю
чается в том

, что 
при параллельном

 переносе вдоль оси 
x

O
 интегральны

е кривы
е автоном

-
ного уравнения переходят друг в друга. 

  Е
сли 




0


y
f

, то общ
ее реш

ение автоном
ного уравнения задается 

ф
орм

улой 

x

y



, где 


x


  произвольное частное реш

ение. 
 

1.3.4. Д
и
ф
ф
ер
ен
ц
и
ал

ь
н
о
е ур

ав
н
ен
и
е п

о
казат

ел
ь
н
о
го

 р
о
ст

а 
 

Р
яд задач на составление диф

ф
еренциальны

х уравнений приводит к 
уравнениям

 вида 
y

k
y
 

,                                                    (1.10) 

где k – постоянная величина. 

 
О
п
р
е
д
е
л
е
н
и
е
. 
У
равнение 

(1.10) 
назы

вается 
уравнением

 
показа-

т
ельного рост

а. 
 

С
м
ы
сл 

уравнения 
(1.10) 

состоит 
в 
том

, 
что 

скорость 
изм

енения 
ф
ункции пропорциональна сам

ой ф
ункции. 

 
У
равнение (1.10) является диф

ф
еренциальны

м
 уравнением

 с разде-
ляю

щ
им

ися перем
енны

м
и, автоном

ны
м

 уравнением
. П

ерепиш
ем

 это урав-
нение в диф

ф
еренциальной ф

орм
е, для чего используем

 обозначение про-

изводной 
dx dy

y
 

, тогда 

y
k

dx dy


 
 

dx
y

k
dy


. 

Р
азделим

 перем
енны

е в последнем
 уравнении, разделив обе его части на y: 

dx
k

y dy


. 

И
нтегрируя, находим

 





dx

k
y dy

  
  

C
x

k
y

ln
ln




. 
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  
для корня 

n
k

 реш
ение систем

ы
 (3.8): 

t
k

n
n

n
e

x
)

(1
)

(1



,   

t
k

n
n

n
e

x
)

(
2

)
(

2



,   …

,   
t

k
n

n
n

n
n

e
x

)
(

)
(




. 

П
утем

 непосредственной подстановки в уравнения (3.8) м
ож

но убе-
диться, что систем

а ф
ункций 

      





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          (3.13) 

где С
1 , С

2 , …
, С

n  – произвольны
е постоянны

е, тож
е является реш

ением
 

систем
ы

 диф
ф
еренциальны

х уравнений (3.8). Ф
орм

улы
 (3.13) представля-

ю
т общ

ее реш
ение систем

ы
 (3.8). 

П
р
ави

л
о р

еш
ен
и
я л

и
н
ей
н
ы
х одн

ор
одн

ы
х си

стем
 ди

ф
ф
ер
ен
ц
и

-
ал
ьн
ы
х ур

авн
ен
и
й

 п
ер
вого п

ор
ядк

а с п
остоян

н
ы
м
и

 к
оэф

ф
и
ц
и
ен
там

и
: 

1) для систем
ы

 уравнений (3.8) составить характеристическое урав-
нение (3.12) и найти его корни; 

2) для каж
дого корня 

i
k

 записать систем
у (3.10) и определить коэф

-
ф
ициенты

: 
)

(1
i


,  

)
(

2
i


,  …

,  
)

(i
n


  

)
,1

(
n

i
; 

3) найденны
е значения коэф

ф
ициентов 

)
(1
i


,  

)
(

2
i


,  …

,  
)

(i
n


  для 

корней характеристического уравнения 
i

k
 

)
,1

(
n

i
 подставить в общ

ее 
реш

ение (3.13) исходной систем
ы

.  

  Т
ак как однородная систем

а (3.10) им
еет бесконечное м

нож
ество ре-

ш
ений, то при нахож

дении коэф
ф
ициентов 

)
(1
i


, 

)
(

2
i


, …

, 
)

(i
n


 им

 м
ож

но 
придавать различны

е, удобны
е для вы

числений, значения. 

П
р
и
м
е
р
 3.2. Н

айти общ
ее реш

ение систем
ы

 уравнений: 

    







.
3

,
2

2

2
1

2

2
1

1

x
x

dt

dx

x
x

dt

dx

 

Δ
  С

оставим
 характеристическое уравнение: 

0
3

1

2
2





k

k
  

  
0

2
)

3
)(

2(






k

k
  

  
0

4
5

2





k
k

. 
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гд
е 

0
0
)

(
y

x
y


, 







0
0

0
,

y
x

f
x

y



, 
а 
пр
ои
зв
од
ны

е 
)

(
0

)
(

x
y

n
 


...,3,2


n

 н
а-

хо
дя
тс
я 
пу
тё
м

 п
ос
ле
до
ва
те
ль
но
го

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ро
ва
ни
я 
ур
ав
не
ни
я 
и 
по
д-

ст
ан
ов
ко
й 
на
ча
ль
ны

х 
да
нн
ы
х 
в 
вы

ра
ж
ен
ия

 д
ля

 э
ти
х 
пр
ои
зв
од
ны

х.
 А
на
ло

-
ги
чн
о 
м
ож

но
 и
нт
ег
ри
ро
ва
ть

 и
 у
ра
вн
ен
ия

 в
ы
сш

их
 п
ор
яд
ко
в.

 

П
р
и
м
е
р
 4
.1
. П

ро
ин
те
гр
ир
ов
ат
ь 
ур
ав
не
ни
е 

xy
y


. 

Δ
  Б
уд
ем

 и
ск
ат
ь 
ре
ш
ен
ие

 э
то
го

 у
ра
вн
ен
ия

 в
 в
ид
е 
ря
да

 













n
n
x

a
x

a
x

a
a

y
2

2
1

0
 

Т
ак
ой

 р
яд

 я
вл
яе
тс
я 
ча
ст
ны

м
 с
лу
ча
ем

 р
яд
а 

(4
.1

) 
пр
и 

0
0


x
. 

 
Д
иф

ф
ер
ен
ци
ру
ем

 ф
ор
м
ал
ьн
о 
ря
д 
по
чл
ен
но

 д
ва

 р
аз
а.

 П
од
ст
ав
им

 y
 и

 
y

 в
 з
ад
ан
но
е 
ур
ав
не
ни
е.

 Т
ог
да

 




























1
1

2
2

4
3

2
1

1
3

4
2

3
1

2
n

n
n

n
x

a
n

n
x

a
n

n
x

a
x

a
a


. 





























n

n
n

n
x

a
x

a
x

a
a

x
x

a
n

n
2

2
1

0
2

1
2

. 

П
ри
ра
вн
ив
ая

 к
оэ
ф
ф
иц
ие
нт
ы

 п
ри

 о
ди
на
ко
вы

х 
ст
еп
ен
ях

 
x

 в
 л
ев
ой

 и
 

пр
ав
ой

 ч
ас
тя
х 
эт
ог
о 
ра
ве
нс
тв
а,

 п
ол
уч
им

: 

0
1

2
2





a
 

 
0

2


a
;  

   
 

0
3

2
3

a
a





 

 
3

2
0

3



a

a
; 

1
4

3
4

a
a





 

 
4

3
1

4



a

a
;  

 
;  

   



3

1





n
n

a
a

n
n

 
 


 13 




n
n

a
a

n
n

;  
 

 

Т
ак

 к
ак

 
0

2


a
, 
то

 
0

2
3

8
5













k
a

a
a

. 
О
ст
ал
ьн
ы
е 
ко
эф
ф
иц
и-

ен
ты

 в
ы
ра
ж
аю

тс
я 
че
ре
з 

0a
 и

 
1a
: 


 k

k

a
a

k
3

1
3

6
5

3
2

0
3










,  


 1
3

3
6

5
3

2
1

1
3










k
k

a
a

k


   



,2,1


k

. 

Э
ти

 ф
ор
м
ул
ы

 п
оз
во
ля
ю
т 
на
йт
и 
по
сл
ед
ов
ат
ел
ьн
о 
вс
е 
ко
эф
ф
иц
ие
нт
ы

 
ис
ко
м
ог
о 
ра
зл
ож

ен
ия

. Т
ак
им

 о
бр
аз
ом

, 





 

 








  

 













 


 

1

1
3

1
1

3

0
1

3
3

6
5

3
2

1
3

1
3

6
5

3
2

1
k

k

k

k

k
k

x
a

k
k

x
a

y



. 

 
П
о 
пр
из
на
ку

 Д
ал
ам
бе
ра

 р
ад
иу
с 
сх
од
им

ос
ти

 н
ай
де
нн
ог
о 
ря
да

 р
ав
ен

 
бе
ск
он
еч
но
ст
и.

 С
ле
до
ва
те
ль
но

, 
вс
е 
пр
од
ел
ан
ны

е 
оп
ер
ац
ии

 б
ы
ли

 з
ак
он
ны

-
м
и,

 и
 с
ум

м
а 
ря
да

 п
ри

 в
се
х 
зн
ач
ен
ия
х 

x
 я
вл
яе
тс
я 
ре
ш
ен
ие
м

 у
ра
вн
ен
ия

 (
эт
о 

об
щ
ее

 р
еш

ен
ие

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я,

 г
де

 
0a

 и
 

1a
 и
гр
аю

т 
ро
ль

 

пр
ои
зв
ол
ьн
ы
х 
по
ст
оя
нн
ы
х 
ин
те
гр
ир
ов
ан
ия

).
  ▲
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П
р
и
м
е
р
 1
.2
. П

ро
ин
те
гр
ир
ов
ат
ь 
ур
ав
не
ни
е:

 
xy

y


. 

Δ
  Д

ан
но
е 
ур
ав
не
ни
е 
яв
ля
ет
ся

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ы
м

 у
ра
вн
ен
ие
м

 с
 р
аз

-

де
ля
ю
щ
им

ис
я 
пе
ре
м
ен
ны

м
и 
ви
да

 (
1.

6)
, 
та
к 
ка
к 

x
x

f
1

)
(


 и

 
y

y
g

)
(

. Р
аз

-

де
ли
м

 п
ер
ем
ен
ны

е 
x

 и
 y

, д
ля

 э
то
го

 и
зм
ен
им

 о
бо
зн
ач
ен
ие

 п
ро
из
во
дн
ой

 y
  

на
 dxdy

, 
ум

но
ж
им

 о
бе

 ч
ас
ти

 у
ра
вн
ен
ия

 н
а 

dx
 и

 р
аз
де
ли
м

 н
а 

y
, 
пр
и 
ус
ло

-

ви
и 

0


y
 и
ли

 
0


y

, т
ог
да

 

xdx

y

dy


. 

П
ро
ин
те
гр
ир
уе
м

 п
ол
уч
ен
но
е 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 с
 р
аз
де

-
лё
нн
ы
м
и 
пе
ре
м
ен
ны

м
и 

(с
м

. п
ри
ло
ж
ен
ие

 1
):

 







C
xdx

y

dy
  


  
C

x
y




ln
2

. 

П
ол
уч
ен
но
е 
ре
ш
ен
ие

 я
вл
яе
тс
я 
об
щ
им

 и
нт
ег
ра
ло
м

 и
сх
од
но
го

 у
ра
вн
е-

ни
я.

 В
ы
ра
зи
в 
из

 э
то
го

 р
ав
ен
ст
ва

 y
, п
ол
уч
им

 о
бщ

ее
 р
еш

ен
ие

: 





2

2

ln
41

ln
21

C
x

C
x

y



 

 



. 

Н
ай
дё
м

 о
со
бы

е 
ре
ш
ен
ия

, 
ес
ли

 о
ни

 е
ст
ь.

 О
бщ

ее
 р
еш

ен
ие

 у
ра
вн
ен
ия

 
бы

ло
 п
ол
уч
ен
о 
в 
пр
ед
по
ло
ж
ен
ии

 
0


y

. 
О
че
ви
дн
о,

 ч
то

 ф
ун
кц
ия

 
0


y

 о
б-

ра
щ
ае
т 
за
да
нн
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 в
 т
ож

де
ст
во

, 
т.
е.

 я
вл
яе
тс
я 
ег
о 
ре
ш
ен
ие
м

. 
В
ы

-
яс
ни
м

, 
бу
де
т 
ли

 
0


y

 я
вл
ят
ьс
я 
ча
ст
ны

м
 р
еш

ен
ие
м

 у
ра
вн
ен
ия

, 
ко
то
ро
е 

м
ож

но
 п
ол
уч
ит
ь 
из

 ф
ор
м
ул
ы

 о
бщ

ег
о 
ре
ш
ен
ия

 


2
ln

41
C

x
y




 п
ри

 к
ак
ом

-

ли
бо

 
зн
ач
ен
ии

 
по
ст
оя
нн
ой

 
С

. 
Д
ля

 
эт
ог
о 

пр
ир
ав
ня
ем

 
об
е 

ф
ун
кц
ии

: 




0
ln

41
2



C

x
. 
О
че
ви
дн
о,

 ч
то

 н
и 
пр
и 
ка
ко
м

 з
на
че
ни
и 
по
ст
оя
нн
ой

 C
 в
ы

-

ра
ж
ен
ие

 в
 л
ев
ой

 ч
ас
ти

 р
ав
ен
ст
ва

 в
 н
ол
ь 
не

 о
бр
ащ

ае
тс
я,

 п
оэ
то
м
у 

0


y
 –

 

ос
об
ое

 р
еш

ен
ие

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я.

  ▲
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П
р
и
м
е
р
 1.3. Н

айти частное реш
ение уравнения 

2
3

1
2

x
yy


 

, исполь-
зуя начальное условие  y(1) =

 3. 
Δ

  Д
анное уравнение является диф

ф
еренциальны

м
 уравнением

 с раз-
деляю

щ
им

ися перем
енны

м
и, так как легко приводится к виду (1.6). П

ере-
пиш

ем
 уравнение в виде:  2ydy =

 (1 – 3x
2)dx. И

нтегрируя обе части уравне-
ния, получим

: 




С
dx

x
ydy








2

3
1

2
  

  
С

x
x

y





3
2

 

– общ
ий интеграл уравнения. П

одставим
 начальны

е значения y=
3 при x=

1, 
получим

: 9=
1–1+

С
, отсю

да следует, что С
=

9. И
ском

ое реш
ение им

еет вид 

y
2 =

 x – x
3 +

 9   или   x
3 +

 y
2 – x – 9 =

 0. 

И
з 
последнего 

уравнения 
y 
однозначно 

не 
вы

раж
ается, 

поэтом
у  

реш
ение оставим

 в виде частного интеграла.  ▲
 

П
р
и
м
е
р
 1.4. Н

айти общ
ее реш

ение уравнения ycosx – (y +
 1)sinx =

 0. 
Δ

  П
ерепиш

ем
 заданное уравнение в диф

ф
еренциальной ф

орм
е, ис-

пользуя 
y =

dx dy
, 

и 
ум

нож
им

 
обе 

части 
равенства 

на 
dx

: 




0
sin

1
cos





xdx

y
dy

x
. Д

алее разделим
 обе части уравнения на 

x
cos

 и 
0

1



y

, тогда 

0
cos

sin

1





dx
x x

y dy
  

  
0

1





dx
tgx

y dy
. 

П
роинтегрируем

 почленно это уравнение с разделенны
м
и перем

ен-
ны

м
и: 

C
dx

tgx
y dy

ln
1








  

  














dx
tgx

C
dy

y y
ln

1 1
  

 


 










 
dx

tgx
C

y y
d

ln
1 1

  
  

x
C

y
cos

ln
ln

1
ln





. 

П
роизвольную

 постоянную
 интегрирования м

ож
но ввести в лю

бом
 

нуж
ном

 нам
 виде. Здесь постоянная введена в виде 

C
ln

 для того, чтобы
 

упростить полученное реш
ение. 

И
спользуя свойства логариф

м
ов: 1) 

c
b

c b
a

a
a

log
log

log



, 2) если 

c
b

a
a

log
log


, то 

c
b


, перепиш
ем

 полученны
й общ

ий интеграл: 

x

С
y

cos
ln

1
ln




  
  

x

C
y

cos
1



  

  
1

cos



x

C
y

. 
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Задач
и

 
 

1. Н
айти общ

ее реш
ение систем

ы
 диф

ф
еренциальны

х уравнений: 

а)   



 




 

,
5

2

,
7

2
1

1

2
1

1

y
y

y

y
y

y
      б)     







.
3

,
3

2
1

2

2
1

1

x
x

dt

dx

x
x

dt

dx

 

О
т
вет

:  а) 




x

C
x

C
e

x
y

x
sin

cos
2

1
6

1





, 





x

C
x

C
x

C
x

C
e

x
y

x
cos

sin
sin

cos
2

1
2

1
6

2








; 

б) 



t

C
t

C
e

t
x

t
3

sin
3

cos
2

1
1




,  



t

C
t

C
e

t
x

t
3

cos
3

sin
2

1
2




. 

2. Н
айти частное реш

ение систем
ы

 диф
ф
еренциальны

х уравнений: 

  


 


 

,
2

,
5

4

2
1

1

2
1

1

y
y

y

y
y

y
   




1
0

1


y
, 




2
0

2


y
. 

О
т
вет

:  



x
x

e
e

x
y

3
1

4 5

4 9





,  



x
x

e
e

x
y

3
2

4 1

4 9





. 

 
4. И

Н
Т
Е
Г
Р
И
Р
О
В
А
Н
И
Е

 Д
И
Ф
Ф
Е
Р
Е
Н
Ц
И
А
Л
Ь
Н
Ы
Х

 У
Р
А
В
Н
Е
Н
И
Й

 
П
Р
И

 П
О
М
О
Щ
И

 С
Т
Е
П
Е
Н
Н
Ы
Х

 Р
Я
Д
О
В

 
 

В
 
некоторы

х 
случаях, 

когда 
интегрирование 

диф
ф
еренциального 

уравнения в элем
ентарны

х ф
ункциях невозм

ож
но, реш

ение такого уравне-
ния находят в виде степенного ряда 




 



0

0
)

(
n

n
n

x
x

a
x

y
.                                      (4.1) 

Н
еопределенны

е 
коэф

ф
ициенты

 



,

2,
1,

0


n
a

n
 
находят 

подста-
новкой ряда в уравнение и приравниванием

 коэф
ф
ициентов при одинако-

вы
х степенях разности  

0
x

x


 в обеих частях полученного равенства. Е
сли 

удается найти все коэф
ф
ициенты

 ряда, то полученны
й ряд определяет ре-

ш
ение во всей своей области сходим

ости. 

 
В

 тех случаях, когда для уравнения 
)

,
(

y
x

f
y
 

 требуется реш
ить за-

дачу К
ош

и при начальном
 условии 

0
0 )

(
y

x
y


, реш

ение м
ож

но искать с 
пом

ощ
ью

 ряда Т
ейлора: 




 



0

0
0

)
(

!

)
(

)
(

n

n
n

x
x

n

x
y

x
y

,                                    (4.2) 
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Н
ах
од
им

 е
го

 к
ор
ни

: 
k 1

 =
 1

, 
k 2

 =
 4

. 
Р
еш

ен
ие

 с
ис
те
м
ы

 б
уд
ем

 и
ск
ат
ь 
в 

ви
де

 
t

t
e

C
e

C
x

4
)2( 1

2
)1( 1

1
1







,  
 

t
t

e
C

e
C

x
4

)2(
2

2
)1(

2
1

2






. 

Зн
ач
ен
ие

 к
оэ
ф
ф
иц
ие
нт
ов

 
)1( 1


 и

 
)1( 2


 о
пр
ед
ел
яе
м

 и
з 
си
ст
ем
ы

: 

  

















,0
)1

3(

,0
2

)1
2(

)1( 2
)1( 1

)1( 2
)1( 1

 

ил
и 

0
2

)1( 2
)1( 1







, 
от
ку
да

 
)1( 1

)1( 2
21






. 
П
ол
аг
ая

 
2

)1( 1



, 
по
лу
ча
ем

: 

1
)1( 2





. 

Зн
ач
ен
ие

 к
оэ
ф
ф
иц
ие
нт
ов

 
)2( 1


 и

 
)2( 2


 о
пр
ед
ел
яе
м

 и
з 
си
ст
ем
ы

 

  

















,0
)4

3(

,0
2

)4
2(

)2( 2
)2( 1

)2( 2
)2( 1

 

ил
и 

0
)2( 2

)2( 1






, о
тк
уд
а 

)2( 2
)2( 1





. П

ус
ть

 
1

)2( 2
)2( 1







. 

Т
ог
да

 о
бщ

ее
 р
еш

ен
ие

 с
ис
те
м
ы

: 
t

t
e

C
e

C
x

4
2

1
1

2



, 

t
t

e
C

e
C

x
4

2
1

2





.  
▲

 
 

В
О
П
Р
О
С
Ы

 И
 З
А
Д
А
Ч
И

 Д
Л
Я

 П
О
В
Т
О
Р
Е
Н
И
Я

 
 

В
оп
р
ос
ы

 
 

1.
 К
ак
ой

 о
бщ

ий
 в
ид

 и
м
ее
т 
но
рм

ал
ьн
ая

 с
ис
те
м
а 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ы
х 

ур
ав
не
ни
й?

 Ч
то

 н
аз
ы
ва
ет
ся

 е
ё 
по
ря
дк
ом

? 
2.

 Д
ай
те

 о
пр
ед
ел
ен
ие

 р
еш

ен
ия

 н
ор
м
ал
ьн
ой

 с
ис
те
м
ы

 д
иф

ф
ер
ен
ци

-
ал
ьн
ы
х 
ур
ав
не
ни
й.

 
3.

 К
ак

 с
та
ви
тс
я 
за
да
ча

 К
ош

и 
дл
я 
но
рм

ал
ьн
ой

 с
ис
те
м
ы

? 
4.

 К
ак
ая

 с
ис
те
м
а 
но
си
т 
на
зв
ан
ие

 л
ин
ей
но
й 
си
ст
ем
ы

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ь-

ны
х 
ур
ав
не
ни
й 
пе
рв
ог
о 
по
ря
дк
а?

 
5.

 О
пи
ш
ит
е 
ал
го
ри
тм

 м
ет
од
а 
ис
кл
ю
че
ни
я 
не
из
ве
ст
ны

х.
 

6.
 Д

ай
те

 о
пр
ед
ел
ен
ие

 х
ар
ак
те
ри
ст
ич
ес
ко
го

 у
ра
вн
ен
ия

 о
дн
ор
од
но
й 

ли
не
йн
ой

 с
ис
те
м
ы

 с
 п
ос
то
ян
ны

м
и 
ко
эф
ф
иц
ие
нт
ам
и.
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Ф
ун
кц
ия

 
1

co
s




x

C
y

 я
вл
яе
тс
я 
об
щ
им

 р
еш

ен
ие
м

 у
ра
вн
ен
ия

. 
Э
то

 

ре
ш
ен
ие

 б
ы
ло

 п
ол
уч
ен
о 
в 
пр
ед
по
ло
ж
ен
ии

, 
чт
о 

0
1



y

 и
ли

 
1


y

. 
О
че

-
ви
дн
о,

 ч
то

 ф
ун
кц
ия

 
1 


y

 я
вл
яе
тс
я 
ре
ш
ен
ие
м

 з
ад
ан
но
го

 у
ра
вн
ен
ия

 (
в 

эт
ом

 л
ег
ко

 у
бе
ди
ть
ся

, 
по
дс
та
ви
в 

1


y
 в

 у
ра
вн
ен
ие

).
 Д
ан
ну
ю

 ф
ун
кц
ию

 

м
ож

но
 п
ол
уч
ит
ь 
из

 ф
ор
м
ул
ы

 о
бщ

ег
о 
ре
ш
ен
ия

 
1

co
s




x

C
y

 п
ри

 
0


С

. 

С
ле
до
ва
те
ль
но

, 
1 


y

 н
е 
яв
ля
ет
ся

 о
со
бы

м
 р
еш

ен
ие
м

 у
ра
вн
ен
ия

.  
▲

 
 

1.
3.

3.
 А
в
т
о
н
о
м
н
о
е

 у
р
ав
н
ен
и
е 

 

Р
ас
см
от
ри
м

 о
ди
н 
из

 в
аж

ны
х 
сл
уч
ае
в 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 

с 
ра
зд
ел
яю

щ
им

ис
я 
пе
ре
м
ен
ны

м
и.

 

О
п
р
е
д
е
л
е
н
и
е
. 
Д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 
ур
ав
не
ни
е 
с 
ра
зд
ел
яю

щ
им

ис
я 

пе
ре
м
ен
ны

м
и 
ви
да

 

 y

f
y


   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

 (
1.

8)
 

на
зы
ва
ю
т 
ав
т
он
ом
ны
м

 у
ра
вн
ен
ие
м

. 

  
Т
ак
ие

 у
ра
вн
ен
ия

 ч
ас
то

 в
ст
ре
ча
ю
тс
я 
в 
ра
зл
ич
ны

х 
во
пр
ос
ах

 э
ко
но
м
и-

че
ск
ой

 д
ин
ам
ик
и.

 О
бы

чн
о 
в 
ка
че
ст
ве

 н
ез
ав
ис
им

ой
 п
ер
ем
ен
но
й 
ра
сс
м
ат
ри

-
ва
ет
ся

 в
ре
м
я 

t;
 е
го

 о
тс
ут
ст
ви
е 
в 
пр
ав
ой

 ч
ас
ти

 у
ра
вн
ен
ия

 (
1.

8)
 м
ож

но
 т
ра
к-

то
ва
ть

 к
ак

 н
еи
зм
ен
но
ст
ь 
за
ко
но
в,

 п
о 
ко
то
ры

м
 р
аз
ви
ва
ет
ся

 э
ко
но
м
ич
ес
ка
я 

си
ст
ем
а 
в 
ра
сс
м
ат
ри
ва
ем
ы
й 
пр
ом

еж
ут
ок

 в
ре
м
ен
и.

 

 
Е
сл
и 

*
y

 
 к
ор
ен
ь 
ур
ав
не
ни
я 




0


y
f

, 
то

 
co

ns
t

y
y




*
 я
вл
яе
тс
я 
ре

-
ш
ен
ие
м

 у
ра
вн
ен
ия

 (
1.

8)
. Т
ак
ое

 р
еш

ен
ие

 н
аз
ы
ва
ет
ся

 с
т
ац
ио
на
рн
ы
м

. 
 

О
тм
ет
им

 е
щ
е 
од
но

 и
нт
ер
ес
но
е 
св
ой
ст
во

, к
от
ор
ы
м

 о
бл
ад
аю

т 
ре
ш
ен
ия

 
ав
то
но
м
но
го

 у
ра
вн
ен
ия

. 

Т
е
о
р
е
м
а
. 
Е
сл
и 


 x

y



 

 р
еш

ен
ие

 а
вт
он
ом

но
го

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 

ур
ав
не
ни
я,

 т
о 




C
x

y





 т
ак
ж
е 
яв
ля
ет
ся

 р
еш

ен
ие
м

 э
то
го

 у
ра
вн
ен
ия

. 

□
 П
ус
ть

 

 x

y



 

 р
еш

ен
ие

 у
ра
вн
ен
ия

 (
1.

8)
. 
Т
ог
да

, 
по

 о
пр
ед
ел
ен
ию

 
ре
ш
ен
ия

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 
пе
рв
ог
о 
по
ря
дк
а 










x
f

x





. 

 
Э
то

 р
ав
ен
ст
во

 в
ы
по
лн
яе
тс
я 
дл
я 
лю

бо
го

 
x

 и
з 
об
ла
ст
и 
оп
ре
де
ле
ни
я,

 
по
эт
ом

у 
м
ы

 м
ож

ем
 з
ам
ен
ит
ь 
в 
не
м

 x
 н
а 

C
x


, в
 р
ез
ул
ьт
ат
е 
по
лу
чи
м

: 










C
x

f
C

x








.  
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

(1
.9

) 
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Д
анное 

уравнение 
записано 

в 
диф

ф
еренциальной 

ф
орм

е, 
где 




)
2

(
,

y
x

x
y

x
P




, 



)

(
,

2
2

y
x

y
x

Q



. 
В
ы
ясним

, 
будут 

ли 
ф
ункции 

)
,

(
y

x
P

 и 
)

,
(

y
x

Q
 однородны

м
и: 








y

x
P

t
y

x
x

t
ty

tx
tx

ty
tx

P
,

2
)

2
(

,
2

2








, 

таким
 образом

, ф
ункция 

)
,

(
y

x
P

 – однородная ф
ункция второй степени; 














y

x
Q

t
y

x
t

ty
tx

ty
tx

Q
,

,
2

2
2

2
2

2








, 

таким
 образом

, ф
ункция 

)
,

(
y

x
Q

 – однородная ф
ункция второй степени. С

ле-
довательно, ф

ункции 
)

,
(

y
x

P
 и 

)
,

(
y

x
Q

 – однородны
е ф

ункции одной степени 
и уравнение является однородны

м
 диф

ф
еренциальны

м
 уравнением

. 
Н
айдем

 реш
ение уравнения, используя подстановку (1.15), тогда 




0
)

(
)

2
(

2
2

2








dx
u

du
x

x
u

x
dx

ux
x

x
  

 


 




0
)

1(
)

2
1(

2
2

2








dx
u

du
x

u
x

dx
u

x
. 

Р
азделим

 на 
2

x
 обе части уравнения: 


0

)
1(

)
2

1(
2








dx

u
du

x
u

dx
u

. 

П
реобразуем

 это уравнение: 




0
1

)
1(

)
2

1(
2

2









dx

u
u

du
x

u
dx

u
  

   


 




0
)

1(
)

1
2

1(
2

2









du

x
u

dx
u

u
u

  
 


 

0
)

1(
)

3
1(

2
3








du

x
u

dx
u

u
. 

В
 результате подстановки получили уравнение с разделяю

щ
им

ися 
перем

енны
м
и. 

Р
азделим

 
перем

енны
е, 

для 
этого 

обе 
части 

последнего 
уравнения разделим

 на вы
раж

ение 
3

3
1

u
u



 и на x

. Т
огда 

0
3

1

)
1(

3

2




 


u
u

du
u

x dx
. 

Э
то уравнение с разделенны

м
и перем

енны
м
и, найдем

 его общ
ий интеграл, 

проинтегрировав обе части: 

С
u

u

du
u

x dx



 





3

2

3
1

)
1(

  
  

С
u

u

du
u

x dx



 





3

2

3
1

)
3

3(

3 1
 

 


 



С

u
u

u
u

d

x dx












3

3

3
1

3
1

3 1
  

  
С

u
u

x






3

3
1

ln
3 1

ln
. 

В
 общ

ем
 интеграле уравнения с разделяю

щ
им

ися перем
енны

м
и сде-

лаем
 обратную

 подстановку 
x

y
u


: 
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    










  

).
,

,
,

,
(

),
,

,
,

,
(

),
,

,
,

,
(

)1
(1

1
1

)1
(1

1
1

3
3

)1
(1

1
1

2
2

n
n

n

n n

y
y

y
x

y

y
y

y
x

y

y
y

y
x

y









 

  

                                (3.3) 

П
одставляя равенства (3.3) в последнее из уравнений (3.2), получим

 
уравнение n

-го порядка для определения ф
ункции 

)
(1 x

y
: 

)
...,

,
,

,
(

)1
(1

1
1

1





n
n

n

y
y

y
x

f
dx y

d
.                              (3.4) 

Р
еш

ая уравнение (3.4), определим
:  

)
...,

,
,

,
(

2
1

1
1

n
C

C
C

x
y


.                                 (3.5) 

Д
иф

ф
еренцируя общ

ее реш
ение (3.5) 

1


n
 раз, найдем

 производны
е 

1 y , 
)1

(1
1

...,
,




n
y

y
 как ф

ункции от 
n

C
C

C
x

...,
,

,
,

2
1

. П
одставляя эти ф

ункции в 

(3.3), определяем
: 

).
,

,
,

,
(

,

),
,

,
,

,
(

),
,

,
,

,
(

2
1

2
1

3
3

2
1

2
2

n
n

n

n
n

C
C

C
x

y

C
C

C
x

y
C

C
C

x
y












 


 


    (3.6) 

  Е
сли систем

а (3.1) линейна относительно иском
ы
х ф

ункций, то и 
уравнение (3.4) будет линейны

м
. 

  П
онятия общ

его, частного, особого реш
ения полностью

 аналогичны
 

случаю
 одного диф

ф
еренциального уравнения. 

Д
ля того чтобы

 полученное реш
ение (3.5)  (3.6) удовлетворяло на-

чальны
м

 условиям
 

0
1

0
1

)
(

y
x

y


,    
0

2
0

2
)

(
y

x
y


,    …

,    
0

)
(

0
n

n
y

x
y


, 

необходим
о найти из уравнений (3.5) и (3.6) соответствую

щ
ие значения 

постоянны
х 

n
C

C
C

...,
,

,
2

1
. 

П
р
и
м
е
р
 3.1. П

роинтегрировать систем
у      






.
2

,

2
2

2
1

1

y
dx

dy

y
y

dx

dy

 

Δ
  П

родиф
ф
еренцируем

 первое уравнение данной систем
ы

 по пере-
м
енной x

: 
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В
ы
бе
ре
м

 т
ак
ие

 з
на
че
ни
я 

1


, 
2


, 

…
, 

n


 и
 k

, 
чт
об
ы

 у
до
вл
ет
во
ря
ла
сь

 
си
ст
ем
а 

(3
.1

0)
. 
Э
та

 с
ис
те
м
а 
ес
ть

 с
ис
те
м
а 
ли
не
йн
ы
х 
од
но
ро
дн
ы
х 
ал
ге
бр
аи

-
че
ск
их

 у
ра
вн
ен
ий

 о
тн
ос
ит
ел
ьн
о 

1
, 

2


, 
…

, 
n


. 
С
ос
та
ви
м

 о
пр
ед
ел
ит
ел
ь 

си
ст
ем
ы

 (
3.

10
):

 

k
a

a
a

a
k

a
a

a
a

k
a

k

nn
n

n

nn 






...

...
...

...
...

......

)
(

2
1

2
22

21

1
12

11


.  

   
   

   
   

   
   

   
  (

3.
11

) 

Е
сл
и 

0
)

(


k


, 
то

 
си
ст
ем
а 

(3
.1

0)
 
им

ее
т 
то
ль
ко

 
ну
ле
во
е 
ре
ш
ен
ие

 
0

...
2

1






n





, 
сл
ед
ов
ат
ел
ьн
о,

 ф
ор
м
ул
ы

 (
3.

9)
 д
аю

т 
то
ль
ко

 т
ри
ви
ал
ь-

но
е 
ре
ш
ен
ие

: 
0

)
(

...
)

(
)

(
2

1






t

x
t

x
t

x
n

. 

Э
то
т 
сл
уч
ай

 н
е 
пр
ед
ст
ав
ля
ет

 с
об
ой

 и
нт
ер
ес
а.

 

Т
ак
им

 о
бр
аз
ом

, н
ет
ри
ви
ал
ьн
ое

 р
еш

ен
ие

 (
3.

9)
 м
ож

но
 п
ол
уч
ит
ь 
то
ль
ко

 
пр
и 
та
ки
х 
зн
ач
ен
ия
х 

k,
 п
ри

 к
от
ор
ы
х 
оп
ре
де
ли
те
ль

 (
3.

11
) 
об
ра
щ
ае
тс
я 
в 

ну
ль

. В
 э
то
м

 с
лу
ча
е 
по
лу
ча
ем

 у
ра
вн
ен
ие

 n
-г
о 
по
ря
дк
а:

 

0

...

...
...

...
...

......

2
1

2
22

21

1
12

11








k
a

a
a

a
k

a
a

a
a

k
a

nn
n

n

nn

.  
   

   
   

   
   

   
(3

.1
2)

 

У
ра
вн
ен
ие

 (
3.

12
) 
на
зы
ва
ет
ся

 х
ар
ак
т
ер
ис
т
ич
ес
ки
м

 у
ра
вн
ен
ие
м

 д
ля

 
си
ст
ем
ы

 (
3.

8)
, 
ег
о 
ко
рн
и 
на
зы
ва
ю
тс
я 
ко
рн
ям
и 
ха
ра
кт
ер
ис
т
ич
ес
ко
го

 у
ра
в-

не
ни
я.

 П
ус
ть

 к
ор
ни

 х
ар
ак
те
ри
ст
ич
ес
ко
го

 у
ра
вн
ен
ия

 (
3.

12
) 
де
йс
тв
ит
ел
ьн
ы
е,

 
об
оз
на
чи
м

 и
х 
че
ре
з 

1k
, 

2k
, …

, 
nk

. Д
ля

 к
аж

до
го

 к
ор
ня

 
ik
 

)
,1

(
n

i
 н
ап
иш

ем
 

си
ст
ем
у 

(3
.1

0)
 и

 о
пр
ед
ел
им

 к
оэ
ф
ф
иц
ие
нт
ы

 
)

( 1
i


,  

)
(

2
i


,  

…
,  

)
(i

n


. 

Т
ак
им

 о
бр
аз
ом

, п
ол
уч
ае
м

: 
 

дл
я 
ко
рн
я 

1k
 р
еш

ен
ие

 с
ис
те
м
ы

 (
3.

8)
: 

t
k e

x
1

)1( 1
)1( 1




,  
 

t
k e

x
1

)1(
2

)1(
2




,  
 …

,  
 

t
k

n
n

e
x

1
)1(

)1(



; 

 
дл
я 
ко
рн
я 

2k
 р
еш

ен
ие

 с
ис
те
м
ы

 (
3.

8)
: 

t
k e

x
2

)2( 1
)2( 1




,  
 

t
k e

x
2

)2(
2

)2(
2




,  
 …

,  
 

t
k

n
n

e
x

2
)2(

)2(



; 


   

   
   

   
   

   
   

   
   


   
   

   
   

   
   


   
   

   
   


; 

  
21

И
з 
об
щ
ег
о 
ин
те
гр
ал
а 
по
лу
чи
м

 о
бщ

ее
 р
еш

ен
ие

, 
ис
по
ль
зу
я 
ос
но
вн
ое

 
ло
га
ри
ф
м
ич
ес
ко
е 
то
ж
де
ст
во

 
b

a
a

b
lo

g


 и
 с
во
йс
тв
о 

ab
b

a
ln

ln
ln




: 
C

e
y

kx
ln

ln
ln




  


  
kx

C
e

y
ln

ln


 

ил
и 

kx
C

e
y


.  
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
 (

1.
11

) 
 

1.
4.

 О
д
н
о
р
о
д
н
ы
е 
д
и
ф
ф
ер
ен
ц
и
а
л
ь
н
ы
е 
ур

ав
н
ен
и
я

 
 

О
п
р
е
д
е
л
е
н
и
е
. 
Ф
ун
кц
ия

 
)

,
(

y
x


 н
аз
ы
ва
ет
ся

 о
дн
ор
од
но
й 
ф
ун
кц
ие
й 

ст
еп
ен
и 

k
 о
тн
ос
ит
ел
ьн
о 
ар
гу
м
ен
то
в 

x 
и 

y,
 е
сл
и 
дл
я 
лю

бо
го

 
0


t

 в
ы
по
лн
я-

ет
ся

 т
ож

де
ст
во

 
)

,
(

)
,

(
y

x
t

ty
tx

k 



.  

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
  (

1.
12

) 

Ф
ун
кц
ии

, 
уд
ов
ле
тв
ор
яю

щ
ие

 у
сл
ов
ию

 (
1.

12
),

 и
но
гд
а 
на
зы
ва
ю
т 
од
но

-
ро
дн
ы
м
и 
из
м
ер
ен
ия

 k
 и
ли

 п
ор
яд
ка

 k
. 

   
М
но
го
чл
ен

 
 





k i

i
k

i
i

k
i

y
x

a
y

x
0

,
)

,
(


, г
де

 к
аж

до
е 
сл
аг
ае
м
ое

 и
м
ее
т 
од
ну

 

и 
ту

 ж
е 
ст
еп
ен
ь 

k 
(


 i

k
i

k





),
 в
се
гд
а 
яв
ля
ет
ся

 о
дн
ор
од
но
й 
ф
ун
кц
ие
й 

ст
еп
ен
и 

k
. Н

ап
ри
м
ер

, к
аж

до
е 
сл
аг
ае
м
ое

 м
но
го
чл
ен
а 

3
2

3
5

2
)

,
(

y
y

x
x

y
x







 

им
ее
т 
тр
ет
ью

 
ст
еп
ен
ь,

 
по
эт
ом

у 
да
нн
ая

 
ф
ун
кц
ия

 
яв
ля
ет
ся

 
од
но
ро
дн
ой

 
тр
ет
ье
й 
ст
еп
ен
и.

 К
ро
м
е 
то
го

, 
од
но
ро
дн
ос
ть

 ф
ун
кц
ии

 в
се
гд
а 
м
ож

но
 и
сс
ле

-
до
ва
ть

 п
ри

 п
ом

ощ
и 
оп
ре
де
ле
ни
я 

(1
.1

2)
. 

П
р
и
м
е
р
 1
.5
. 
И
сс
ле
до
ва
ть

 ф
ун
кц
ию

 
 

 




2
22

si
n

)
,

(
y

x

xy
y

x


 н
а 
од
но

-

ро
дн
ос
ть

. 

Δ
  
В

 в
ы
ра
ж
ен
ие

 ф
ун
кц
ии

 
 

 




2
22

si
n

)
,

(
y

x

xy
y

x


 в
м
ес
то

 п
ер
ем
ен
ны

х 

x
 и

 y
 п
од
ст
ав
им

 tx
 и

 ty
 (

0


t
),

 т
ог
да

 






).
,

(
2

si
n

1

2
si

n
)

(

2
si

n
)

(
)

(

2
si

n
)

,
(

0
2

2

2
2

2
2

2

2

2
2

y
x

t
y

x

xy

y
x

xy

y
x

t

xy
t

ty
tx

ty
tx

ty
tx






 

 







 

 




 
 




 
 




. 

В
 р
ез
ул
ьт
ат
е 
ал
ге
бр
аи
че
ск
их

 п
ре
об
ра
зо
ва
ни
й 
на
м

 у
да
ло
сь

 в
ы
не
ст
и 

t 
за

 з
на
к 
ф
ун
кц
ии

 
)

,
(

y
x


 в

 н
ул
ев
ой

 с
те
пе
ни

. Т
ак
им

 о
бр
аз
ом

, р
ас
см
от
ре
нн
ая

 



 

 
22

ф
ункция 

)
,

(
y

x


 
является 

однородной 
ф
ункцией 

нулевой 
степени 

(т.е. 

0


k
).  ▲

 

П
р
и
м
е
р
 
1.6. И

сследовать ф
ункцию

 
2

)
,

(
x

y

y
x

y
x

 



 на однород-

ность. Δ
  В

 вы
раж

ение ф
ункции 

2
)

,
(

x
y

y
x

y
x

 



 вм

есто перем
енны

х x
 и y

 

подставим
 tx и ty, тогда 




2
2

2
2

)
(

)
,

(
tx

y

y
x

tx
y

t

y
x

t

x
t

ty

ty
tx

ty
tx

 


 


 



. 

О
чевидно, что перем

енную
 t невозм

ож
но вы

нести за знак ф
ункции 

и, следовательно, ф
ункция не является однородной.  ▲

 

О
п
р
е
д
е
л
е
н
и
е
. Д

иф
ф
еренциальное уравнение 

)
,

(
y

x
y


 

 назы
ва-

ется однородны
м

, если 
)

,
(

y
x


 является однородной ф

ункцией нулевого 
порядка. 

М
ож

но дать другую
 ф
орм

улировку этого определения. 

О
п
р
е
д
е
л
е
н
и
е
. Д

иф
ф
еренциальное уравнение 

0
)

,
(

)
,

(



dy

y
x

Q
dx

y
x

P
 

назы
вается однородны

м
, если 

)
,

(
y

x
P

 и 
)

,
(

y
x

Q
 – однородны

е ф
ункции оди-

наковой степени k
. 

Э
ти два определения эквивалентны

, так как если диф
ф
еренциальное 

уравнение 
0

)
,

(
)

,
(




dy
y

x
Q

dx
y

x
P

 
привести 

к 
норм

альном
у 

виду 

)
,

(

)
,

(

y
x

Q

y
x

P

dx dy



, то правая часть уравнения, т.е. ф

ункция: 
)

,
(

)
,

(
)

,
(

y
x

Q

y
x

P
y

x





 

есть однородная ф
ункция нулевой степени. 

Р
ассм

отрим
 диф

ф
еренциальное уравнение 

)
,

(
y

x
y


 

, где ф
ункция 

)
,

(
y

x


 – однородная ф
ункция нулевой степени, т.е. 

0



t

: 
)

,
(

)
,

(
ty

tx
y

x





. 

В
ы
берем

 
x

t
1


, тогда 




 
 


x y

y
x

,1
,




 – ф
ункция одного аргум

ента 
x y

. 

В
ведём

 обозначение 
 

 


 
 

x y
g

x y
,1


, тогда диф

ф
еренциальное уравнение 

прим
ет следую

щ
ий вид: 
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3.3. С
и
с
тем

ы
 л
и
н
ей

н
ы
х д

и
ф
ф
ер
е
н
ц
и
ал

ь
н
ы
х

 ур
ав

н
ен
и
й

  
с п

о
с
то
я
н
н
ы
м
и

 ко
эф

ф
и
ц
и
ен

та
м
и

 
 

О
п
р
е
д
е
л
е
н
и
е
. С

истем
у обы

кновенны
х диф

ф
еренциальны

х урав-
нений вида 

        



















,
2

2
1

1

2
2

22
1

12
2

1
2

12
1

11
1

...

,
...

,
...

n
nn

n
n

n

n
n

n
n

x
a

x
a

x
a

dt

dx

x
a

x
a

x
a

dt

dx

x
a

x
a

x
a

dt

dx







                               (3.8) 

где 
коэф

ф
ициенты

 
ij

a
 

– 
постоянны

е 
числа, 

будем
 
назы

вать 
сист

ем
ой  

линейны
х 
однородны

х 
диф

ф
еренциальны

х 
уравнений 

с 
пост

оянны
м
и  

коэф
ф
ициент

ам
и относительно ф

ункций 
)

(1 t
x

, 
)

(2 t
x

, …
, 

)
(t

x
n

, опреде-
ленны

х и диф
ф
еренцируем

ы
х на некотором

 интервале (a, b) изм
енения  

аргум
ента t. 
Б
удем

 искать частны
е реш

ения систем
ы

 в следую
щ
ем

 виде: 
tk

e
x

1
1




,   
tk

e
x

2
2




,   …
,   

tk
n

n
e

x



                      (3.9) 

Т
ребуется определить постоянны

е 
1


, 

2


, …
, 

n


 и k так, чтобы
 

ф
ункции 

tk
e1


, 

tk
e2


, …

, 
tk

n e


 удовлетворяли систем
е (3.8). П

одставляя 
ф
ункции (3.9) в систем

у (3.8), получим
: 

      





































.
)

...
(

,
)

...
(

,
)

...
(

2
2

1
1

2
2

22
1

21
2

1
2

12
1

11
1

tk
n

nn
n

n
tk

n

tk
n

n
kt

tk
n

n
tk

e
a

a
a

e
k

e
a

a
a

e
k

e
a

a
a

e
k







 

С
ократим

 все уравнения на 
tk

e
, перенесем

 все члены
 в одну сторону 

и соберем
 коэф

ф
ициенты

 при 
1


, 

2


, …
, 

n


. В
 результате получим

 сис-
тем

у уравнений 

    





































.0
)

(
...

,0
...

)
(

,0
...

)
(

2
2

1
1

2
2

22
1

21

1
2

12
1

11

n
nn

n
n

n
n

n
nk

a
a

a

a
k

a
a

a
a

k
a







                         (3.10) 
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dxdy

dxdy

dx

y
d

2
1

21
2




. 

В
 п
ол
уч
ен
но
е 
ур
ав
не
ни
е 
по
дс
та
ви
м

 
dxdy

1
 и
з 
пе
рв
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 
и 

dxdy
2

 

из
 в
то
ро
го

 у
ра
вн
ен
ия

, т
ог
да

 

2
1

1
2

2
1

1
2

3
;

2
y

y
y

y
y

y
dx

y
d








. 

В
 р
ез
ул
ьт
ат
е 
по
лу
чи
ли

 с
ис
те
м
у 









.
3

, 2
1

1

2
1

1

y
y

y

y
y

y
 

И
з 
пе
рв
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 
вы

ра
зи
м

 
2y
: 

1
1

2
y

y
y




   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
  (

3.
7)

 

и 
по
дс
та
ви
м

 в
о 
вт
ор
ое

 у
ра
вн
ен
ие

:  

)
(3

1
1

1
1

y
y

y
y





  


  
0

2
3

1
1

1





y
y

y
. 

П
ос
ле
дн
ее

 у
ра
вн
ен
ие

 я
вл
яе
тс
я 
ли
не
йн
ы
м

 о
дн
ор
од
ны

м
 д
иф

ф
ер
ен
ци

-
ал
ьн
ы
м

 у
ра
вн
ен
ие
м

 в
то
ро
го

 п
ор
яд
ка

 с
 п
ос
то
ян
ны

м
и 
ко
эф
ф
иц
ие
нт
ам
и.

 Е
го

 
ха
ра
кт
ер
ис
ти
че
ск
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 и
м
ее
т 
ви
д:

 
0

2
3

2





k
k

; 
на
хо
ди
м

 к
ор
ни

: 
1

1


k
, 

2
2


k
. 
Т
ак

 к
ак

 к
ор
ни

 д
ей
ст
ви
те
ль
ны

е 
и 
ра
зл
ич
ны

е,
 т
о 
ф
ун
да
м
ен

-
та
ль
на
я 
си
ст
ем
а 
ре
ш
ен
ий

 
x e

y


11
, 

x
e

y
2

1 2


 

и 
об
щ
ее

 р
еш

ен
ие

 б
уд
ет

: 
x

x
e

C
e

C
y

2
2

1
1




. 

П
ро
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ру
ем

 о
бщ

ее
 р
еш

ен
ие

 п
о 

x
: 

x
x

e
C

e
C

y
2

2
1

1
2




, 
по
д-

ст
ав
им

 в
 у
ра
вн
ен
ие

 (
3.

7)
, т
ог
да

 
x

e
C

y
2

2
2


. 

О
т
ве
т

: 
x

x
e

C
e

C
y

2
2

1
1




, 
x

e
C

y
2

2
2


.  
▲
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 
 


xy

g
y

.  
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

  (
1.

13
) 

   
Е
сл
и 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 м
ож

но
 п
ри
ве
ст
и 
к 
ви
ду

 (
1.

13
),

 т
о 

он
о 
яв
ля
ет
ся

 о
дн
ор
од
ны

м
. 

  
О
дн
ор
од
но
е 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 с
во
ди
тс
я 
к 
ди
ф
ф
ер
ен
ци

-

ал
ьн
ом

у 
ур
ав
не
ни
ю

 с
 р
аз
де
ля
ю
щ
им

ис
я 
пе
ре
м
ен
ны

м
и 
по
дс
та
но
вк
ой

 
u

xy


, 

гд
е 

)
( xu

u


 –
 н
ов
ая

 н
еи
зв
ес
тн
ая

 ф
ун
кц
ия

 п
ер
ем
ен
но
й 

x
. 
В
оз
м
ож

ны
 д
ва

 
ва
ри
ан
та

 т
ак
ой

 п
од
ст
ан
ов
ки

: 
1)

 е
сл
и 
од
но
ро
дн
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 д
ан
о 
в 
об
щ
ей

 и
ли

 н
ор
м
ал
ьн
ой

 ф
ор
м
е,

 
то

 и
сп
ол
ьз
уе
тс
я 
по
дс
та
но
вк
а:

 

x
u

y


, 
x

u
u

y





,  
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
 (

1.
14

) 

гд
е 

;
dxdu

u


 

2)
 е
сл
и 
ур
ав
не
ни
е 
за
пи
са
но

 в
 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ой

 ф
ор
м
е,

 т
о 

x
u

y


,  
 

dx
u

dux
dy




.  
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
  (

1.
15

) 

 
В

 ф
ор
м
ул
ах

 (
1.

14
) 
и 

(1
.1

5)
 и
сп
ол
ьз
ов
ан
ы

 п
ра
ви
ло

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ро
ва

-
ни
я 
и 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал

 п
ро
из
ве
де
ни
я 
ф
ун
кц
ий

 (
см

. п
ри
ло
ж
ен
ие

 2
).

 

П
р
ав
и
л
о 
р
еш

ен
и
я 
од
н
ор
од
н
ы
х 
ди
ф
ф
ер
ен
ц
и
ал
ьн
ы
х 
ур
ав
н
ен
и
й

: 

1)
 у
бе
ди
ть
ся

, 
чт
о 
ур
ав
не
ни
е 
яв
ля
ет
ся

 о
дн
ор
од
ны

м
 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ь-

ны
м

 у
ра
вн
ен
ие
м

, и
сп
ол
ьз
уя

 о
дн
о 
из

 о
пр
ед
ел
ен
ий

 и
ли

 п
ри
ве
дя

 у
ра
вн
ен
ие

 к
 

ви
ду

 (
1.

13
);

 
2)

 в
 о
дн
ор
од
но
м

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ом

 у
ра
вн
ен
ии

 с
де
ла
ть

 п
од
ст
ан
ов
ку

 
(1

.1
4)

 и
ли

 (1
.1

5)
; 

3)
 
пр
ои
нт
ег
ри
ро
ва
ть

 
по
лу
че
нн
ое

 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 
ур
ав
не
ни
е 
с 

ра
зд
ел
яю

щ
им

ис
я 
пе
ре
м
ен
ны

м
и;

 
4)

 в
 п
ро
м
еж

ут
оч
но
м

 о
бщ

ем
 р
еш

ен
ии

 (
об
щ
ем

 и
нт
ег
ра
ле

) 
сд
ел
ат
ь 
об

-

ра
тн
ую

 п
од
ст
ан
ов
ку

 
xy

u


. 

П
р
и
м
е
р
 1
.7
. П

ро
ин
те
гр
ир
ов
ат
ь 
ур
ав
не
ни
е 

0
)

(
)

2
(

2
2







dy
y

x
dx

y
x

x
. 

Δ
  
О
че
ви
дн
о,

 ч
то

 в
 д
ан
но
м

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ом

 у
ра
вн
ен
ии

 р
аз
де
ли
ть

 
пе
ре
м
ен
ны

е 
не
во
зм
ож

но
, п
оэ
то
м
у 
эт
о 
не

 у
ра
вн
ен
ие

 с
 р
аз
де
ля
ю
щ
им

ис
я 
пе

-
ре
м
ен
ны

м
и.

 
П
ро
ве
ри
м

, 
бу
де
т 
ли

 
он
о 
од
но
ро
дн
ы
м

 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ы
м

 
ур
ав
не
ни
ем

. 
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И
так, чтобы

 ф
ункция (1.20) являлась реш

ением
 уравнения (1.17), 

ф
ункция 

)
( x

C
 долж

на удовлетворять уравнению
 (1.21). И

нтегрируя его, 
находим

: 

C
dx

e
x

q
x

C
dx

x
p






)

(
)

(
)

(
, 

где C
 – новая произвольная постоянная. П

одставляя найденное вы
раж

ение 
ф
ункции 

)
(x

C
 в соотнош

ение (1.20), получаем
 общ

ее реш
ение линейного 

уравнения (1.17): 













dx
x

p
dx

x
p

e
C

dx
e

x
q

y
)

(
)

(
)

(
. 

П
р
ави

л
о 

р
еш

ен
и
я 

л
и
н
ей
н
ого 

ди
ф
ф
ер
ен
ц
и
ал
ьн
ого 

ур
авн

ен
и
я 

п
ер
вого п

ор
ядк

а м
етодом

 вар
и
ац
и
и

 п
р
ои
звол

ьн
ого п

остоян
н
ого: 

1) привести диф
ф
еренциальное уравнение к виду (1.17) и определить 

ф
ункции 


x

p
 и 


x

q
; 

2) подставить ф
ункции 


x

p
 и 


x

q
 в ф

орм
улу общ

его реш
ения: 













dx
x

p
dx

x
p

e
C

dx
e

x
q

y
)

(
)

(
)

(
.                          (1.22) 

 П
ри реш

ении конкретны
х прим

еров м
ож

но не использовать получен-
ную

 гром
оздкую

 ф
орм

улу, а повторять каж
ды

й раз все приведённы
е вы

-
кладки. 1.5.2. М

ет
о
д

 Б
ер
н
ул

л
и

 н
ахо

ж
д
ен
и
я

 р
еш

ен
и
я

 л
и
н
ей
н
о
го

 
д
и
ф
ф
ер
ен
ц
и
ал

ь
н
о
го

 ур
ав
н
ен
и
я

 п
ер
в
о
го

 п
о
р
я
д
ка

 

  О
сновная идея реш

ения линейного диф
ф
еренциального уравнения 

первого порядка м
етодом

 Б
ернулли состоит в том

, что реш
ение уравнения 

(1.17) находится в специальном
 виде 

)
(

)
(

x
v

x
u

y


. Т
аким

 образом
, вм

есто 
одной неизвестной ф

ункции y
 вводятся две неизвестны

е ф
ункции 

)
(x

u
u


 
и 

)
(x

v
v


. 
Т
ак как подстановка 

)
(

)
(

x
v

x
u

y


 увеличивает число неизвестны
х 

ф
ункций, то одну из искусственно введенны

х ф
ункций м

ож
но находить по 

своем
у усм

отрению
 (чащ

е всего из соображ
ений упрощ

ения поиска второй 
ф
ункции). 

В
 уравнении (1.17) сделаем

 подстановку: 

v
u

y


,    
vu

v
u

y





 
,                                  (1.23) 

тогда 
)

(
)

(
x

q
uv

x
p

vu
v

u


 



  

  



)

(
)

(
x

q
v

x
p

v
u

v
u


 




. 

П
усть ф

ункция 
)

(x
v

v


 является частны
м

 реш
ением

 диф
ф
еренци-

ального 
уравнения 

0
)

(


 
v

x
p

v
 
при 

условии 
0


C

. 
Т
огда 

)
(x

q
v

u



.  
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Задач
и

 
 

1. Н
айти общ

ее (частное) реш
ение диф

ф
еренциального уравнения: 

а) 
x

x
y

sin
2


 


, 



1
0


y
, 




0
0


y
, 




0
0


y
; 

б) 
1

2


 
 


x

y
yx

;                           в) 
x y

y
IV




; 

г) 
y

e
y

2
 

, 



0
0


y
, 




1
0


y
;          д) 

0
1

3


 
y

y
, 


1

1


y
, 


0

1


y
. 

 
О
т
вет

: 

а) 
2

cos
2

60

2
5







x
x

x
y

;   б) 
3

2

3

1

2
4

6
2

12
C

x
C

x
C

x
x

y








; 

в) 
4

3

2

2

4

1
2

24
C

x
C

x
C

x
C

y






;   г) 

x
e

y





1
;   д) 


 2

2
1

1
x

y





. 

 
2. П

оказать, что систем
а ф

ункций 
x

x
x

e
e

e
2

,
,


 является ф

ундам
ен-

тальной для уравнения 
0

2
2


 

 
 


y

y
y

y
 и записать его общ

ее реш
е-

ние. 
 

У
казание: сначала убедиться, что заданны

е ф
ункции являю

тся реш
е-

ниям
и 

уравнения, 
затем

 
найти 

определитель 
В
ронского 

ф
ункций 

x
x

x
e

e
e

2
,

,


. 

 
О
т
вет

: W
(

x
x

x
e

e
e

2
,

,


)=
0

6
2



x

e
;

x
x

x
e

C
e

C
e

C
y

2
3

2
1







. 

3. Н
айти общ

ее реш
ение диф

ф
еренциального уравнения: 

а) 
0

4
2


 

 
y

y
y

;             д) 
0

10
2


 

 
y

y
y

; 

б) 
0

9
6


 

 
y

y
y

;             е) 
0

9
6

 





y
y

y
IV

V
; 

в) 
0

18
6


 

 
y

y
y

;           ж
) 

0
7

8


 


y
y

y
IV

; 

г) 
0

26
15


 

 
y

y
y

;          з) 
0

3
3





IV

V
V

I
y

y
y

. 

 
О
т
вет

: 

а) 





x
x

e
C

e
C

y
5

1
2

5
1

1






;            б) 




x
e

x
C

C
y

3
2

1





; 

в) 


x
C

x
C

e
y

x
3

sin
3

cos
2

1
3




;        г) 
x

x
e

C
e

C
y

13
2

2
1




; 

д) 


x
C

x
C

e
y

x
3

sin
3

cos
2

1



;         е) 

x
x

xe
C

e
C

x
C

x
C

C
y

3
5

3
4

2
3

2
1








; 

ж
) 

x
x

x
x

e
C

e
C

e
C

e
C

y
7

4
7

3
2

1









; 

з) 
  

  









2 3

sin
2 3

cos
6

5
2 3

3
4

2
3

2
1

x
C

x
C

e
x

C
x

C
x

C
C

y
x

. 
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3.
2.

 М
е
то
д

 и
ск
л
ю
ч
ен
и
я

 н
еи

зв
ес
тн
ы
х 

 
О
дн
им

 и
з 
м
ет
од
ов

 р
еш

ен
ия

 с
ис
те
м
ы

 (
3.

1)
 я
вл
яе
тс
я 
м
ет
од

 и
ск
лю

че
-

ни
я 
не
из
ве
ст
ны

х,
 к
от
ор
ы
й 
пр
ив
од
ит

 к
 о
дн
ом

у 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ом

у 
ур
ав

-
не
ни
ю

 n
-г
о 
по
ря
дк
а,

 э
кв
ив
ал
ен
тн
ом

у 
си
ст
ем
е.

 

Д
иф

ф
ер
ен
ци
ру
ем

 п
о 

x
пе
рв
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 с
ис
те
м
ы

 (
3.

1)
: 

dxdy

yF

dxdy

yF

dxdy

yF

xF

dx

y
d

n

n














1
2

21
1

11
1

21
2

...
. 

За
м
ен
яя

 
пр
ои
зв
од
ны

е 
dxdy

dxdy

dxdy
n

...
,

,
,

2
1

 
их

 
вы

ра
ж
ен
ия
м
и 

1F
, 

n
F

F
...

,
,

2
 и
з 
ур
ав
не
ни
й 

(3
.1

),
 б
уд
ем

 и
м
ет
ь 
ур
ав
не
ни
е 

)
,..

.,
,

,
(

2
1

2
21

2

ny
y

y
x

f
dx

y
d


, 

пр
и 
эт
ом

 в
ве
де
м

 о
бо
зн
ач
ен
ие

: 
)

,..
.,

,
,

(
)

,..
.,

,
,

(
2

1
1

2
1

1
n

n
y

y
y

x
F

y
y

y
x

f


. 

Д
иф

ф
ер
ен
ци
ру
я 
по
лу
че
нн
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 в
то
ро
го

 п
ор
яд
ка

, 
по
дс
та
вл
яя

 

пр
ои
зв
од
ны

е 
dxdy

dxdy

dxdy
n

...
,

,
,

2
1

 и
з 

(3
.1

),
 н
ай
де
м

:  

)
...

,
,

,
,

(
2

1
3

31
3

ny
y

y
x

f
dx

y
d


. 

П
ро
до
лж

ая
 д
ал
ее

 т
ак
им

 ж
е 
об
ра
зо
м

, п
ол
уч
им

, н
ак
он
ец

, у
ра
вн
ен
ие

 

)
...

,
,

,
,

(
2

1
1

n
n

n

n

y
y

y
x

f
dx

y
d


. 

В
 р
ез
ул
ьт
ат
е 
по
лу
чи
ли

 с
ле
ду
ю
щ
ую

 с
ис
те
м
у:

 

  





).
,

,
,

,
(

),
,

,
,

,
(

),
,

,
,

,
(

2
1

1

2
1

2
21

2

2
1

1
1

n
n

n

n

n

n y
y

y
x

f
dx

y
d

y
y

y
x

f
dx

y
d

y
y

y
x

f
dxdy











   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

  (
3.

2)
 

И
з 
пе
рв
ы
х 

1


n
  
ур
ав
не
ни
й 
си
ст
ем
ы

 (
3.

2)
 о
пр
ед
ел
им

 
ny

y
y

...
,

,
,

3
2

 
(п
ре
дп
ол
аг
ае
тс
я,

 ч
то

 э
ти

 о
пе
ра
ци
и 
вы

по
лн
им

ы
):
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С
xy

xy
x


 

 





3

3
1

ln
31

ln
. 

В
 р
ез
ул
ьт
ат
е 
по
лу
чи
лс
я 
об
щ
ий

 и
нт
ег
ра
л 
ис
хо
дн
ог
о 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ь-

но
го

 у
ра
вн
ен
ия

.  
▲

 

П
р
и
м
е
р
 1
.8
. Н

ай
ти

 ч
ас
тн
ое

 р
еш

ен
ие

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 

2y
x

yx



, у
до
вл
ет
во
ря
ю
щ
ее

 н
ач
ал
ьн
ом

у 
ус
ло
ви
ю

 


3
1


y
. 

Δ
  Р
аз
де
ли
м

 о
бе

 ч
ас
ти

 у
ра
вн
ен
ия

  
2y

x
yx




  н
а 

x
, т
ог
да

 

xy
y

21
1



. 

П
ол
уч
ил
и 
ур
ав
не
ни
е 
ви
да

 (
1.

13
),

 п
оэ
то
м
у 
да
нн
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 я
вл
яе
тс
я 

од
но
ро
дн
ы
м

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ы
м

 у
ра
вн
ен
ие
м

. 
Д
ля

 т
ог
о 
чт
об
ы

 н
ай
ти

 о
бщ

ее
  

ре
ш
ен
ие

 э
то
го

 у
ра
вн
ен
ия

, в
ос
по
ль
зу
ем
ся

 п
од
ст
ан
ов
ко
й 

(1
.1

4)
, т
ог
да

 

u
x

u
u

21
1






  


  
u

x
u

21
1





. 

П
ос
ко
ль
ку

 
dxdu

u


, т
о 

u
x

dxdu

21
1



  


  
2

2
u

dxdu
x




. 

Р
аз
де
ли
м

 п
ер
ем
ен
ны

е 
в 
по
сл
ед
не
м

 у
ра
вн
ен
ии

: 

xdx

u

du

21

2



. 

П
ро
ин
те
гр
ир
уе
м

 о
бе

 ч
ас
ти

 у
ра
вн
ен
ия

: 

C
xdx

u

du
ln

21

2








  


  



C

xdx

uu
d

ln
21

22









  


 


 

С
x

u
ln

ln
21

2
ln







. 

П
ре
об
ра
зу
ем

 п
ол
уч
ен
ны

й 
об
щ
ий

 и
нт
ег
ра
л 
ур
ав
не
ни
я,

 и
сп
ол
ьз
уя

 
св
ой
ст
ва

 л
ог
ар
иф

м
ов

: 
n

a
a

b
b

n
lo

g
lo

g


,  
   

bc
c

b
a

a
a

lo
g

lo
g

lo
g




. 

Т
ог
да

 

x
C

u
ln

2

1
ln




  


  
x

C
u



2

1
  


  
x

C
u

1
2




  


  
x

C
u

1
2



. 
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С
делаем

 обратную
 подстановку 

x
y

u


: 

x
C

x y
1

2



  

  
 

 



x

C
x

y
1

2
  

 


 

C x
x

y



2

.                                            (1.16) 

Н
айдем

 значение постоянной С
, соответствую

щ
ей начальном

у усло-
вию

 


3
1


y
. Д

ля этого в общ
ее реш

ение (1.16) подставим
 начальны

е зна-
чения 

3


y
 и 

1


x
: 

C 1
1

2
3





  

  
C 1

1



  

  
1


C

. 

Запиш
ем

 теперь частное реш
ение уравнения, подставив найденное 

значение постоянной в общ
ее реш

ение (1.16): 
x

x
y




2
.  ▲

 
 

1.5. Л
и
н
ей

н
ы
е д

и
ф
ф
ер
е
н
ц
и
ал

ь
н
ы
е

 ур
ав

н
ен
и
я

  
п
ер
в
о
го

 п
о
р
я
д
ка

. У
р
ав

н
ен
и
е Б

ер
н
ул

л
и

 
 

О
п
р
е
д
е
л
е
н
и
е
. Л

инейны
м

 диф
ф
еренциальны

м
 уравнением

 первого 
порядка назы

вается уравнение вида 
)

(
)

(
x

q
y

x
p

y


 
,                                     (1.17) 

где p(x) и q(x) – заданны
е непреры

вны
е ф

ункции перем
енной x (или посто-

янны
е).  

Т
аким

 образом
, линейны

м
 диф

ф
еренциальны

м
 уравнением

 назы
ва-

ется уравнение, линейное относительно неизвестной ф
ункции и её произ-

водной. 
Е
сли 

0
)

(


x
q

, то уравнение приним
ает вид 

0
)

(


 
y

x
p

y
.                                          (1.18) 

У
равнение (1.18) назы

вается линейны
м

 однородны
м

 диф
ф
еренциаль-

ны
м

 уравнением
 первого порядка. О

но является диф
ф
еренциальны

м
 урав-

нением
 
с 
разделяю

щ
им

ися 
перем

енны
м
и. 

Е
сли 

0
)

(


x
q

, 
то 

уравнение 
(1.17) назы

вается линейны
м

 неоднородны
м

 диф
ф
еренциальны

м
 уравнением

 
первого порядка. 

Е
сли 

0
)

(


x
p

, то уравнение 
)

(x
q

y
 

 такж
е является диф

ф
еренци-

альны
м

 уравнением
 с разделяю

щ
им

ися перем
енны

м
и. 

Р
ассм

отрим
 общ

ий случай, когда 
0

)
(

,0
)

(



x

q
x

p
. 

П
ри реш

ении линейны
х диф

ф
еренциальны

х уравнений (1.17) обы
чно 

используется один из двух различны
х м

етодов: либо м
ет
од вариации про-

извольной пост
оянной, либо м

ет
од Б

ернулли. 
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3. С
И
С
Т
Е
М
Ы

 О
Б
Ы
К
Н
О
В
Е
Н
Н
Ы
Х

 Д
И
Ф
Ф
Е
Р
Е
Н
Ц
И
А
Л
Ь
Н
Ы
Х

  
У
Р
А
В
Н
Е
Н
И
Й

 
 

3.1. О
сн
о
в
н
ы
е п

о
н
я
ти
я

 
 

П
усть ф

ункции 
n

y
y

y
,...,

,
2

1
 независим

ой перем
енной x

 определены
 

на некотором
 пром

еж
утке 

)
,

(
b

a
.  

О
п
р
е
д
е
л
е
н
и
е
. С

ист
ем
ой обы

кновенны
х диф

ф
еренциальны

х урав-
нений назы

вается совокупность диф
ф
еренциальны

х уравнений вида 

0
)

...,
,

,
,

...,
,

...,
,

,
,

,
...,

,
,

,
,

(
)

(
)

(2
2

2
2

)
(1

1
1

1
2

1











n
mn

n
n

n
m

m
i

y
y

y
y

y
y

y
y

y
y

y
y

x


, 

(
n

i
,1


). 

И
спользуя процедуру введения дополнительны

х ф
ункций, лю

бую
 

систем
у обы

кновенны
х диф

ф
еренциальны

х уравнений n
-го порядка м

ож
-

но свести к систем
е обы

кновенны
х диф

ф
еренциальны

х уравнений первого 
порядка. 

В
 дальнейш

ем
 ограничим

ся рассм
отрением

 систем
 диф

ф
еренциаль-

ны
х уравнений только первого порядка.  

О
п
р
е
д
е
л
е
н
и
е
.  С

истем
а диф

ф
еренциальны

х уравнений вида 

        

  

),
,

,
,

,
(

),
,

,
,

,
(

),
,

,
,

,
(

2
1

2
1

2
2

2
1

1
1

n
n

n

n ny
y

y
x

F
dx

dy

y
y

y
x

F
dx

dy

y
y

y
x

F
dx

dy









 

                                 (3.1) 

назы
вается норм

альной сист
ем
ой обы

кновенны
х диф

ф
еренциальны

х урав-
нений первого порядка. 

О
п
р
е
д
е
л
е
н
и
е
. Р
еш
ением

 сист
ем
ы

 (3.1) назы
вается совокупность 

n
 ф
ункций 

n
y

y
y

...,
,

,
2

1
, определенны

х и диф
ф
еренцируем

ы
х на некото-

ром
 пром

еж
утке 

)
,

(
b

a
, при подстановке которы

х в систем
у (3.1) получает-

ся совокупность тож
деств на 

)
,

(
b

a
. П

роцесс нахож
дения реш

ения систем
ы

 
назы

вается инт
егрированием

 сист
ем
ы

. 

О
п
р
е
д
е
л
е
н
и
е
. Задача интегрирования систем

ы
 (3.1), совм

естно с 
начальны

м
и условиям

и 
0

)
(

0
i

i
y

x
y


 (

n
i

,1


), назы
вается задачей К

ош
и для 

сист
ем
ы

 (3.1). 
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4.
 Н
ай
ти

 о
бщ

ее
 р
еш

ен
ие

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я,

 и
сп
ол
ьз
уя

 
м
ет
од

 в
ар
иа
ци
и 
пр
ои
зв
ол
ьн
ы
х 
по
ст
оя
нн
ы
х:

 
а)

 
x

e
y

y
y

x
ln

4
4

2





;  
  

б)
 

x
y

y
2

si
n1

4



;  

  

в)
 

2
1

2
x

e
y

y
y

x







. 

 
О
т
ве
т

:  
а)

 
 

 








43
ln

2

2
2

2
1

2
x

x
x

x
C

C
e

y
x

; 

б)
 

x
x

x
x

x
x

C
x

C
y

2
si

n
co

s
si

n
ln

2
co

s
2

si
n

2
co

s
2

2
1








; 

в)
 




2
2

1
1

ln
x

xa
rc

tg
x

x
C

C
e

y
x








. 

5.
 Н

ай
ти

 о
бщ

ее
 (
ча
ст
но
е)

 р
еш

ен
ие

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я,

 
ис
по
ль
зу
я 
м
ет
од

 н
ео
пр
ед
ел
ен
ны

х 
ко
эф
ф
иц
ие
нт
ов

: 

а)
 

x
y

y
y

si
n

10
9

6





;  
   

   
 

б)
 

x
IV

e
y

y
8




; 
в)

 
x

y
y

2



, 




0
0


y
, 




2
0


 y
, 




2
0


 y
. 

 
О
т
ве
т

:  
а)

 



x

x
e

x
C

C
y

x
si

n
8,0

co
s

6,0
3

2
1








; 

б)
 

x
x

x
xe

x
C

x
C

e
C

e
C

y
2

si
n

co
s

4
3

2
1










;  
  в

) 
2 x

e
e

y
x

x






. 

6.
 Н
ай
ти

 о
бщ

ее
 р
еш

ен
ие

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я,

 и
сп
ол
ьз
уя

 
пр
ин
ци
п 
на
ло
ж
ен
ия

 р
еш

ен
ий

: 
а)

 
x

e
x

y
y







2
;  

   
   

 

б)
 

x
ex

y
y

x
IV

si
n

3





. 

 
О
т
ве
т

:  
а)

 
x

x
xe

x
x

e
C

x
C

C
y













2
3

3
2

1
3

; 

б)
 

x
x

x
C

x
C

e
C

e
C

y
x

x
co

s
4

si
n

co
s

4
3

2
1










. 
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1.
5.

1.
 М
ет

о
д

 в
ар
и
ац

и
и

 п
р
о
и
зв
о
л
ь
н
о
й

 п
о
ст

о
я
н
н
о
й

 
н
ах
о
ж
д
ен
и
я

 р
еш

ен
и
я

 л
и
н
ей
н
о
го

 д
и
ф
ф
ер
ен
ц
и
ал

ь
н
о
го

 
ур
ав
н
ен
и
я

 п
ер
в
о
го

 п
о
р
я
д
ка

 

 О
сн
ов
на
я 
ид
ея

 р
еш

ен
ия

 л
ин
ей
но
го

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 

пе
рв
ог
о 
по
ря
дк
а 
м
ет
од
ом

 в
ар
иа
ци
и 
пр
ои
зв
ол
ьн
ой

 п
ос
то
ян
но
й 
со
ст
ои
т 
в 

то
м

, ч
то

 р
еш

ен
ие

 н
ах
од
ит
ся

 в
 в
ид
е,

 п
од
об
но
м

 о
бщ

ем
у 
ре
ш
ен
ию

 с
оо
тв
ет
ст

-
ву
ю
щ
ег
о 
од
но
ро
дн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 

(1
.1

8)
. 

За
пи
ш
ем

 л
ин
ей
но
е 
од
но
ро
дн
ое

 у
ра
вн
ен
ие

, 
со
от
ве
тс
тв
ую

щ
ее

 д
ан
но

-
м
у 
ли
не
йн
ом

у 
не
од
но
ро
дн
ом

у 
ур
ав
не
ни
ю

 (
1.

17
):

  
0

)
(




y
x

p
y

, 

ко
то
ро
е,

 к
ак

 у
ж
е 
от
м
еч
ал
ос
ь 
ра
не
е,

 я
вл
яе
тс
я 
ур
ав
не
ни
ем

 с
 р
аз
де
ля
ю
щ
им

и-
ся

 п
ер
ем
ен
ны

м
и.

 Р
аз
де
ля
я 
пе
ре
м
ен
ны

е 
и 
ин
те
гр
ир
уя

, п
ол
уч
им

: 

y
x

p
dxdy

)
(




  


  
dx

x
p

ydy
)

(



  


  
1

ln
)

(
ln

C
dx

x
p

y






, 

зд
ес
ь 
по
ст
оя
нн
ая

 и
нт
ег
ри
ро
ва
ни
я 
вв
ед
ен
а 
в 
ви
де

 
1

ln
C

 д
ля

 у
до
бс
тв
а 
вы

-

кл
ад
ок

. О
тк
уд
а 
на
хо
ди
м

 о
бщ

ее
 р
еш

ен
ие

 у
ра
вн
ен
ия

 (
1.

14
):

 

1
1

ln
)

(
ln

)
(

C
dx

x
p

C
dx

x
p

e
e

e
y













 
ил
и 




dx
x

p
C

e
y

)
(

,  
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

(1
.1

9)
 

гд
е 

1
ln

C
e

C


 –
 п
ро
из
во
ль
на
я 
по
ст
оя
нн
ая

. 
Т
еп
ер
ь 
на
йд
ём

 о
бщ

ее
 р
еш

ен
ие

 н
ео
дн
ор
од
но
го

 у
ра
вн
ен
ия

 (
1.

17
) 
в 
ви

-
де

 (
1.

19
),

 г
де

 C
 б
уд
ем

 с
чи
та
ть

 н
е 
по
ст
оя
нн
ой

, 
а 
но
во
й 
не
из
ве
ст
но
й 
ф
ун
к-

ци
ей

 п
ер
ем
ен
но
й 

x
 (
в 
эт
ом

 з
ак
лю

ча
ет
ся

 с
м
ы
сл

 м
ет
од
а)

, 
т.
е.

 р
еш

ен
ие

 и
с-

хо
дн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 
бу
де
м

 и
ск
ат
ь 
в 
ви
де

 




dx
x

p
e

x
C

y
)

(
)

(
.  

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

 (
1.

20
) 

Ч
то
бы

 н
ай
ти

 р
еш

ен
ие

 л
ин
ей
но
го

 н
ео
дн
ор
од
но
го

 у
ра
вн
ен
ия

 (
1.

17
) 
в 

ви
де

 (
1.

20
),

 н
ео
бх
од
им

о 
на
йт
и 
не
из
ве
ст
ну
ю

 ф
ун
кц
ию

 
)

( x
C

. Д
ля

 э
то
го

 п
од

-
ст
ав
им

 ф
ун
кц
ию

 (
1.

20
) 
в 
ур
ав
не
ни
е 

(1
.1

7)
. П

ол
уч
им

: 




)
(

)
(

)
(

)
(

)
(

)
(

x
q

e
x

C
x

p
e

x
C

dx
x

p
dx

x
p










, 







)
(

)
(

)
(

)
(

)
(

)
(

)
(

)
(

x
q

e
x

C
x

p
x

p
e

x
C

e
x

C
dx

x
p

dx
x

p
dx

x
p

















, 

)
(

)
(

)
(

x
q

e
x

C
dx

x
p





 

ил
и 





dx

x
p

e
x

q
x

C
)

(
)

(
)

(
.  

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

(1
.2

1)
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1.6. У
р
ав

н
ен
и
е в

 п
о
л
н
ы
х

 д
и
ф
ф
ер

ен
ц
и
ал

ах
 

 
О
п
р
е
д
е
л
е
н
и
е
. У

равнением
 в полны

х диф
ф
еренциалах назы

вается 
диф

ф
еренциальное уравнение вида 

0
)

,
(

)
,

(



dy

y
x

Q
dx

y
x

P
, 

где левая часть является полны
м

 диф
ф
еренциалом

 некоторой ф
ункции 

)
,

(
y

x
U

, т.е. уравнение вида: 

0
)

,
(


y

x
dU

.                                            (1.29) 

В
ы
ясним

 связь м
еж

ду ф
ункциям

и 
)

,
(

y
x

P
, 

)
,

(
y

x
Q

 и 
)

,
(

y
x

U
. С

равни-
вая 

левую
 
часть 

диф
ф
еренциального 

уравнения 
dy

y
x

Q
dx

y
x

P
)

,
(

)
,

(


 
с 

полны
м

 диф
ф
еренциалом

 ф
ункции двух перем

енны
х 

)
,

(
y

x
U

: 

dy
y U

dx
x U

dU
 


 


, 

делаем
 вы

вод, что 

    

 


 


.
)

,
(

,
)

,
(

y U
y

x
Q

x U
y

x
P

                                           (1.30) 

Е
сли продиф

ф
еренцировать ф

ункции 
)

,
(

y
x

P
 и 

)
,

(
y

x
Q

 по перем
ен-

ны
м

 
y

 
и 

x 
соответственно, 

то 
согласно 

(1.30) 
получим

: 
y

x U

y P


 


 

2

, 

x
y U

x Q


 


 

2

. Е
сли частны

е производны
е второго порядка непреры

вны
, то 

они не зависят от порядка диф
ф
еренцирования, следовательно, 

x Q

y P

 


 
.                                               (1.31) 

  С
оотнош

ение (1.31) является признаком
 уравнения в полны

х диф
ф
е-

ренциалах (т.е. диф
ф
еренциальное уравнение будет уравнением

 в полны
х 

диф
ф
еренциалах, если ф

ункции 
)

,
(

y
x

P
 и 

)
,

(
y

x
Q

 удовлетворяю
т равенству 

(1.31)). И
сходя из равенства (1.29), м

ож
но сделать вы

вод о виде реш
ения 

уравнения в полны
х диф

ф
еренциалах: 

C
y

x
U


)

,
(

,                                             (1.32) 

где C
 – произвольная постоянная.  
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2.5.4. П
р
и
н
ц
и
п

 н
ал

о
ж
ен
и
я

 р
еш

ен
и
й

 
 

В
 тех случаях, когда правая часть линейного неоднородного диф

ф
е-

ренциального уравнения представляет собой сум
м
у нескольких различны

х 
ф
ункций специального вида, удобно использовать принцип налож

ения ре-
ш
ений, 

которы
й 

справедлив 
для 

лю
бого 

конечного 
числа 

ф
ункций 

)
(

,
),

(
),

(
2

1
x

f
x

f
x

f
n


 

(доказательство 
теорем

ы
 
приведено 

для 
случая 

2


n
; если 

2


n
, то доказательство проводится аналогично). 

Т
е
о
р
е
м
а
 (принцип налож

ения реш
ений). Е

сли ф
ункция 

)
(1 x

y
 – ре-

ш
ение линейного неоднородного диф

ф
еренциального уравнения 

)
(

)
(

)
(

...
)

(
1

1
)1

(
1

)
(

x
f

y
x

a
y

x
a

y
x

a
y

n
n

n
n


 








, 

а ф
ункция 

)
(2 x

y
 – реш

ение линейного неоднородного диф
ф
еренциального 

уравнения 

)
(

)
(

)
(

...
)

(
2

1
)1

(
1

)
(

x
f

y
x

a
y

x
a

y
x

a
y

n
n

n
n


 








, 

то ф
ункция 

)
(

)
(

)
(

2
1

x
y

x
y

x
y




 является реш
ением

 уравнения 

)
(

)
(

)
(

)
(

...
)

(
2

1
1

)1
(

1
)

(
x

f
x

f
y

x
a

y
x

a
y

x
a

y
n

n
n

n



 








.    (2.33) 

□
 П
одставим

 ф
ункцию

 
)

(
)

(
2

1
x

y
x

y


 в диф
ф
еренциальное уравнение 

(2.33) вм
есто y

: 







)
(

)
(

)
(

...
)

(
)

(
2

1
2

1
)1

(
2

1
1

)
(

2
1

x
f

x
f

y
y

x
a

y
y

x
a

y
y

n
n

n














 

или 













).
(

)
(

)
...

(
)

...
(

2
1

2
)1

(2
1

)
(2

1
)1

(1
1

)
(1

x
f

x
f

y
x

a
y

x
a

y
y

x
a

y
x

a
y

n
n

n
n

n
n



















 

О
тсю

да 
)

(
)

(
)

(
)

(
2

1
2

1
x

f
x

f
x

f
x

f





, 

т.е. ф
ункция 

)
(

)
(

2
1

x
y

x
y


 обращ

ает уравнение (2.33) в тож
дество, и, сле-

довательно, по определению
, она является его реш

ением
.  ■

 

 
П
ри 

нахож
дении 

ч.н
y

 
необходим

о 
найти 

частны
е 

реш
ения 

n
y

y
y

ч.н
ч.н

ч.н
...,

,
,

2
1

 линейны
х неоднородны

х диф
ф
еренциальны

х уравне-

ний с правы
м
и частям

и 
)

(
...,

),
(

),
(

2
1

x
f

x
f

x
f

n
 соответственно, потом

 сло-
ж
ить 

полученны
е 
частны

е 
реш

ения. 
Т
аким

 
образом

, 
частное 

реш
ение 

уравнения 

)
(

...
)

(
)

(
)

(
...

)
(

2
1

)1
(

1
)

(
x

f
x

f
x

f
y

x
a

y
x

a
y

n
n

n
n












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7.
 К
ак
ой

 п
од
ст
ан
ов
ко
й 
по
ни
ж
ае
тс
я 
по
ря
до
к 
ур
ав
не
ни
я,

 н
е 
со
де
рж

а-
щ
ег
о 
ис
ко
м
ой

 ф
ун
кц
ии

? 
8.

 К
ак

 п
он
иж

ае
тс
я 
по
ря
до
к 
ур
ав
не
ни
я,

 н
е 
со
де
рж

ащ
ег
о 
не
за
ви
си
м
ой

 
пе
ре
м
ен
но
й?

 
9.

 К
ак
ой

 п
од
ст
ан
ов
ко
й 
по
ни
ж
ае
тс
я 
по
ря
до
к 
ур
ав
не
ни
я,

 о
дн
ор
од
но
го

 
от
но
си
те
ль
но

 н
еи
зв
ес
тн
ой

 ф
ун
кц
ии

 и
 е
ё 
пр
ои
зв
од
ны

х?
 

10
. К

ак
ой

 о
бщ

ий
 в
ид

 и
м
ее
т 
ли
не
йн
ое

 о
дн
ор
од
но
е 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 
ур
ав
не
ни
е 

n-
го

 п
ор
яд
ка

? 
11

. Д
ок
аж

ит
е 
тр
ет
ье

 с
во
йс
тв
о 
ре
ш
ен
ий

 л
ин
ей
но
го

 о
дн
ор
од
но
го

 д
иф

-
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 

n-
го

 п
ор
яд
ка

. 
12

. 
К
ак
ие

 
ре
ш
ен
ия

 
ли
не
йн
ог
о 

од
но
ро
дн
ог
о 

ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 

ур
ав
не
ни
я 

n-
го

 п
ор
яд
ка

 н
аз
ы
ва
ю
тс
я 
ли
не
йн
о-
не
за
ви
си
м
ы
м
и?

 
13

. 
Д
ай
те

 о
пр
ед
ел
ен
ие

 ф
ун
да
м
ен
та
ль
но
й 
си
ст
ем
ы

 р
еш

ен
ий

. 
М
ож

ет
 

ли
 р
еш

ен
ие

 
0


y

 в
хо
ди
ть

 в
 с
ос
та
в 
ф
ун
да
м
ен
та
ль
но
й 
си
ст
ем
ы

 р
еш

ен
ий

? 
О
бо
сн
уй
те

 с
во
й 
от
ве
т.

 
14

. Д
ай
те

 о
пр
ед
ел
ен
ие

 о
пр
ед
ел
ит
ел
я 
В
ро
нс
ко
го

. К
ак
ое

 у
сл
ов
ие

 я
вл
я-

ет
ся

 н
ео
бх
од
им

ы
м

 и
 д
ос
та
то
чн
ы
м

 д
ля

 т
ог
о,

 ч
то
бы

 д
ан
на
я 
си
ст
ем
а 
ре
ш
е-

ни
й 
бы

ла
 ф
ун
да
м
ен
та
ль
но
й?

 
15

. 
С
ко
ль
ко

 ф
ун
да
м
ен
та
ль
ны

х 
си
ст
ем

 р
еш

ен
ий

 и
м
ее
т 
за
да
нн
ое

 л
и-

не
йн
ое

 о
дн
ор
од
но
е 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 n
-г
о 
по
ря
дк
а?

 
16

. 
К
ак
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 н
аз
ы
ва
ет
ся

 л
ин
ей
ны

м
 о
дн
ор
од
ны

м
 д
иф

ф
ер
ен

-
ци
ал
ьн
ы
м

 у
ра
вн
ен
ие
м

 n
-г
о 
по
ря
дк
а 
с 
по
ст
оя
нн
ы
м
и 
ко
эф
ф
иц
ие
нт
ам
и?

 
17

. 
К
ак
ов
а 
ст
ру
кт
ур
а 
об
щ
ег
о 
ре
ш
ен
ия

 л
ин
ей
но
го

 о
дн
ор
од
но
го

 д
иф

-
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 

n-
го

 п
ор
яд
ка

? 
18

. 
Д
ай
те

 п
ра
ви
ло

 р
еш

ен
ия

 л
ин
ей
но
го

 о
дн
ор
од
но
го

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ь-

но
го

 у
ра
вн
ен
ия

 в
то
ро
го

 п
ор
яд
ка

 с
 п
ос
то
ян
ны

м
и 
ко
эф
ф
иц
ие
нт
ам
и.

 О
т 
че
го

 
за
ви
си
т 
ви
д 
об
щ
ег
о 
ре
ш
ен
ия

? 
19

. 
Ч
то

 
на
зы
ва
ет
ся

 
ха
ра
кт
ер
ис
ти
че
ск
им

 
ур
ав
не
ни
ем

 
ли
не
йн
ог
о 

 
од
но
ро
дн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 

n-
го

 п
ор
яд
ка

 с
 п
ос
то
ян
ны

м
и 
ко
эф
ф
иц
ие
нт
ам
и?

 
Ч
ем
у 
ра
вн
а 
ст
еп
ен
ь 
ха
ра
кт
ер
ис
ти
че
ск
ог
о 
ур
ав
не
ни
я?

 
20

. 
О
бъ
яс
ни
те

, 
ка
к 
со
ст
ав
ля
ет
ся

 ф
ун
да
м
ен
та
ль
на
я 
си
ст
ем
а 
ре
ш
ен
ий

 
ли
не
йн
ог
о 
од
но
ро
дн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 

n-
го

 п
ор
яд
ка

 с
 п
ос
то
ян
ны

м
и 
ко
эф
ф
иц
и-

ен
та
м
и.

 
21

. 
К
ак
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 н
аз
ы
ва
ет
ся

 л
ин
ей
ны

м
 н
ео
дн
ор
од
ны

м
 д
иф

ф
е-

ре
нц
иа
ль
ны

м
 у
ра
вн
ен
ие
м

 n
-г
о 
по
ря
дк
а?

 
22

. 
К
ак
ов
а 
ст
ру
кт
ур
а 
об
щ
ег
о 
ре
ш
ен
ия

 
ли
не
йн
ог
о 
не
од
но
ро
дн
ог
о 

ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 

n-
го

 п
ор
яд
ка

? 
23

. 
О
пи
ш
ит
е 
м
ет
од

 н
ах
ож

де
ни
я 
ча
ст
но
го

 р
еш

ен
ия

 н
ео
дн
ор
од
но
го

 
ур
ав
не
ни
я 
пр
и 
по
м
ощ

и 
м
ет
од
а 
ва
ри
ац
ии

 п
ро
из
во
ль
ны

х 
по
ст
оя
нн
ы
х.

 
24

. 
В

 к
ак
их

 с
лу
ча
ях

 и
сп
ол
ьз
уе
тс
я 
м
ет
од

 н
ео
пр
ед
ел
ен
ны

х 
ко
эф
ф
иц
и-

ен
то
в 
на
хо
ж
де
ни
я 
ча
ст
но
го

 р
еш

ен
ия

 н
ео
дн
ор
од
но
го

 л
ин
ей
но
го

 д
иф

ф
ер
ен

-
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я?

 

  
29

Т
ак
им

 о
бр
аз
ом

 н
ах
ож

де
ни
е 
об
щ
ег
о 
ре
ш
ен
ия

 
v

u
y


 с
во
ди
тс
я 
к 
на
хо
ж
де

-
ни
ю

 ф
ун
кц
ий

 
)

( xu
 и

 
)

(xv
 и
з 
си
ст
ем
ы

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ы
х 
ур
ав
не
ни
й 
с 
ра
з-

де
ля
ю
щ
им

ис
я 
пе
ре
м
ен
ны

м
и:

 










).
(

;0
,0

)
(

x
q

v
u

C
v

x
p

v
 

  
Ф
ун
кц
ии

 
)

(xu
 и

 
)

(xv
 н
е 
об
ра
щ
аю

тс
я 
в 
но
ль

 (
0


u

, 
0


v

),
 т
ак

 к
ак

 в
 

пр
от
ив
но
м

 с
лу
ча
е 

0
)

(


x
p

 и
 

0
)

(


x
q

, ч
то

 п
ро
ти
во
ре
чи
т 
ус
ло
ви
ю

. 

П
р
ав
и
л
о 

р
еш

ен
и
я 

л
и
н
ей
н
ог
о 

ди
ф
ф
ер
ен
ц
и
ал
ьн
ог
о 

ур
ав
н
ен
и
я 

п
ер
во
го

 п
ор
яд
к
а 
м
ет
од
ом

 Б
ер
н
ул
л
и

: 
1)

 п
ри
ве
ст
и 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 к
 в
ид
у 

(1
.1

7)
 и

 о
пр
ед
ел
ит
ь 

ф
ун
кц
ии

 

 x

p
 и

 

 x

q
; 

2)
 с
де
ла
ть

 п
од
ст
ан
ов
ку

 (
1.

23
),

 з
ап
ис
ат
ь 
си
ст
ем
у 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ы
х 

ур
ав
не
ни
й 











)
(

;0
,0

)
(

x
q

v
u

C
v

x
p

v
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

  (
1.

24
) 

и 
на
йт
и 
её

 р
еш

ен
ие

. 
П
ри
че
м

 с
на
ча
ла

 н
ах
од
ит
ся

 ч
ас
тн
ое

 р
еш

ен
ие

 п
ер
во
го

 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я,

 н
ай
де
нн
ая

 ф
ун
кц
ия

 
)

( xv
 п
од
ст
ав
ля
ет
ся

 в
о 

вт
ор
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 с
ис
те
м
ы

 и
 н
ах
од
ит
ся

 ф
ун
кц
ия

 
)

( xu
; 

3)
 о
бщ

ее
 р
еш

ен
ие

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 
за
пи
са
ть

 в
 в
ид
е 

пр
ои
зв
ед
ен
ия

 н
ай
де
нн
ы
х 
ф
ун
кц
ий

 
)

( xu
 и

 
)

(xv
, т

.е
. в

 в
ид
е 

vu
y


. 

О
п
р
е
д
е
л
е
н
и
е
. У
ра
вн
ен
ие
м

 Б
ер
ну
лл
и 
на
зы
ва
ет
ся

 у
ра
вн
ен
ие

 в
ид
а 

m y
x

q
y

x
p

y
)

(
)

(



,  

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
 (

1.
25

) 
гд
е 

co
ns

t
m


. 

П
ри

 
0


m

 п
ол
уч
им

 л
ин
ей
но
е 
ур
ав
не
ни
е,

 п
ри

 
1


m

 –
 у
ра
вн
ен
ие

 с
 

ра
зд
ел
яю

щ
им

ис
я 
пе
ре
м
ен
ны

м
и.

 
В

 с
лу
ча
е,

 к
ог
да

 
1

,0



m

m
, у
ра
вн
ен
ие

 (
1.

25
) 
м
ож

но
 с
ве
ст
и 
к 
ли
не
й-

но
м
у 

ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ом

у 
ур
ав
не
ни
ю

 
пе
рв
ог
о 

по
ря
дк
а 

(1
.1

7)
 
за
м
ен
ой

 
m

y
z




1
. Р
аз
де
ли
в 
вс
е 
чл
ен
ы

 у
ра
вн
ен
ия

 (
1.

25
) 
на

 
m y

, п
ол
уч
им

 

)
(

)
(

1
x

q
y

x
p

dxdy
y

m
m







. 

За
м
ет
ив

, ч
то

 

dxdy
y

m
y

z
m

m








)
1(

)
(

1
, 

на
йд
ем

:  
   

 
)

(
)

(
1

1
x

q
z

x
p

z
m





  


  
)

(
)

1(
)

(
)

1(
x

q
m

z
x

p
m

z






. 
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П
олученное 

уравнение 
является 

линейны
м

 
диф

ф
еренциальны

м
 

уравнением
 первого порядка относительно ф

ункции z(x). О
бщ

ее реш
ение 

этого уравнения такж
е м

ож
но находить м

етодом
 Б
ернулли или м

етодом
 

вариации произвольной постоянной. 

  О
бщ

ее реш
ение уравнения Б

ернулли (1.25) м
ож

но сразу находить м
е-

тодом
 Б
ернулли (т.е. подстановкой (1.23)), не приводя уравнение к виду 

линейного диф
ф
еренциального уравнения первого порядка. П

ри этом
 ре-

ш
ение уравнения сводится к реш

ению
 систем

ы
 

  







 

.
)

(

;0
,0

)
(

m
m

v
u

x
q

v
u

C
v

x
p

v
                                     (1.26) 

П
р
и
м
е
р
 1.9. Н

айти общ
ее реш

ение уравнения: 
0

1
2




 
xy

y
x

. 

Δ
  Р
азделим

 обе части уравнения на 
2

x
: 

2 1x
x y

y



 

.                                              (1.27) 

О
чевидно, что это линейное диф

ф
еренциальное уравнение первого поряд-

ка вида (1.17), где 



x
x

p
1


, 




2 1x
x

q



. 

Р
ассм

отрим
 несколько способов реш

ения уравнения (1.27). 

С
п
о
со
б
 1. Р

еш
им

 уравнение (1.27) м
етодом

 вариации произвольного 
постоянного. 

С
оставим

 
соответствую

щ
ее 

однородное 
уравнение 

0


 
x y

y
. Э

то уравнение с разделяю
щ
им

ися перем
енны

м
и, поэтом

у 

0


 
x y

y
  

  
x y

dx dy



  

  
x dx

y dy



  

  






x dx

y dy
  

 


 

C
x

y
ln

ln
ln





  

  
x C

y


. 

П
усть теперь 


x

C
C


, тогда общ
ее реш

ение уравнения (1.27) им
еет вид 




x x
C

y


.                                                (1.28) 

Д
ля того чтобы

 найти неизвестную
 ф
ункцию

 

x

C
C


, подставим
 

реш
ение (1.28) в уравнение (1.27): 







2
2

1x
x

x
C

x x
C




  
 

  
  










2
2

2

1x
x

x
C

x

x
C

x
x

C








  
 





1



x

x
C

  
  




x
x

C
1





  

  



dx
x

x
C

 


1
  

  



C
x

x
C





ln

. 
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x
x

x
x

x
x

x
B

xe
e

B
A

e
B

xe
B

e
e

B
A

e
y

2
2

2
2

2
4

4
4

2
2




















 

. 

Т
еперь подставим

 
y

y
y


,

,
 в исходное уравнение: 










,
6

2
5

4
4

2
2

2
2

2
2

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

e
e

B
xe

A
e

B
xe

e
B

A
e

B
xe

e
B

A
e
































 

откуда 
x

x
x

x
e

e
e

B
A

e
2

2
2











. 

П
риравняв коэф

ф
ициенты

 в обеих частях этого равенства при по-
добны

х членах, получим
:   

 
,1 ,1

2В А
  

  
2 1


A

,  B
 =

 1. 

С
ледовательно, 

x
x

xe
e

y
2

ч.н
2 1







. 

С
лож

ив общ
ее реш

ение однородного уравнения 
о.о

y
 и частное ре-

ш
ение неоднородного 

ч.н
y

, получим
 общ

ее реш
ение заданного линейного 

неоднородного диф
ф
еренциального уравнения: 

x
x

x
x

xe
e

e
C

e
C

y
2

2
2

3
1

о.н
2 1













.  ▲
 

 
В
О
П
Р
О
С
Ы

 И
 З
А
Д
А
Ч
И

 Д
Л
Я

 П
О
В
Т
О
Р
Е
Н
И
Я

 
 

В
оп
р
осы

 
 

1. Д
айте определение диф

ф
еренциального уравнения n-го порядка.  

В
 каких ф

орм
ах оно м

ож
ет бы

ть задано? Ч
то назы

вается реш
ением

 урав-
нения? 2. С

ф
орм

улируйте задачу К
ош

и для уравнения n-го порядка. К
акие 

условия достаточны
 для сущ

ествования реш
ения задачи К

ош
и? С

колько 
реш

ений м
ож

ет им
еть задача К

ош
и для диф

ф
еренциального уравнения  

n-го порядка? 
3. Ч

то назы
вается  общ

им
 реш

ением
 уравнения n-го порядка? К

ак 
реш

ается задача К
ош

и при пом
ощ

и ф
орм

улы
 общ

его реш
ения? К

акое ре-
ш
ение назы

вается частны
м

? 
4. В

 каких случаях м
ож

но понизить порядок диф
ф
еренциального 

уравнения?  
5. К

акой вид им
еет общ

ее реш
ение уравнения 





x

f
y

n


? 
6. Ч

то назы
вается пром

еж
уточны

м
 интегралом

 k-го порядка? 
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(г
де

 к
аж

да
я 
ф
ун
кц
ия

 
)

(x
f i

, 
n

i
,1


, 

– 
эт
о 
ф
ун
кц
ия

 с
пе
ци
ал
ьн
ог
о 
ви
да

 
(2

.3
0)

) 
им

ее
т 
ви
д 

n
y

y
y

y
ч.
н

ч.
н

ч.
н

ч.
н

...
2

1






. 

П
р
и
м
е
р
 2
.1
2.

 Р
еш

ит
ь 
ур
ав
не
ни
е 

x
x

e
e

y
y

y
2

6
5










. 

Δ
  
Д
ан
но
е 
ур
ав
не
ни
е 
яв
ля
ет
ся

 л
ин
ей
ны

м
 н
ео
дн
ор
од
ны

м
 д
иф

ф
ер
ен

-
ци
ал
ьн
ы
м

 у
ра
вн
ен
ие
м

 в
то
ро
го

 п
ор
яд
ка

 с
 п
ос
то
ян
ны

м
и 
ко
эф
ф
иц
ие
нт
ам
и.

 
Е
го

 р
еш

ен
ие

 б
уд
ем

 и
ск
ат
ь 
в 
ви
де

: 
ч.
н

о.
о

о.
н

y
y

y



. 

За
пи
ш
ем

 л
ин
ей
но
е 
од
но
ро
дн
ое

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 у
ра
вн
ен
ие

:  

0
6

5





y
y

y
. 

С
ос
та
ви
м

 е
го

 х
ар
ак
те
ри
ст
ич
ес
ко
е 
ур
ав
не
ни
е:

 
0

6
5

2





k
k

. 
Р
еш

ая
 

по
лу
че
нн
ое

 к
ва
др
ат
но
е 
ур
ав
не
ни
е,

 н
ах
од
им

 к
ор
ни

: 
k 1

 =
 –

3 
и 

k 2
 =

 –
2.

 Т
ак

 
ка
к 
ко
рн
и 
де
йс
тв
ит
ел
ьн
ы
е 
и 
ра
зл
ич
ны

е,
 т
о 
об
щ
ее

 р
еш

ен
ие

 о
дн
ор
од
но
го

 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 
бу
де
т 
им

ет
ь 
ви
д x

x
e

C
e

C
y

2
2

3
1

о.
о







. 

Р
ас
см
от
ри
м

 
те
пе
рь

 
пр
ав
ую

 
ча
ст
ь 

не
од
но
ро
дн
ог
о 

ур
ав
не
ни
я:

 
x

x
e

e
x

f
2

)
(







. 
О
на

 п
ре
дс
та
вл
яе
т 
со
бо
й 
су
м
м
у 
дв
ух

 ф
ун
кц
ий

 с
пе
ци
ал
ь-

но
го

 в
ид
а:

 
x

e
x

f



)

(
1

 и
 

x
e

x
f

2
2

)
(




. 
П
оэ
то
м
у 
ча
ст
но
е 
ре
ш
ен
ие

 б
уд
ем

 и
с-

ка
ть

 в
 в
ид
е 

2
1

ч.
н

ч.
н

ч.
н

y
y

y



, 

гд
е 

1
ч.
н

y
 –

 ч
ас
тн
ое

 р
еш

ен
ие

 у
ра
вн
ен
ия

 
x

e
y

y
y







6
5

, а
 

2
ч.
н

y
 –

 ч
ас
тн
ое

 

ре
ш
ен
ие

 у
ра
вн
ен
ия

 
x

e
y

y
y

2
6

5






. 

Р
ас
см
от
ри
м

 ф
ун
кц
ию

 
x

e
x

f



)

(
1

, 
по

 е
ё 
ви
ду

 о
пр
ед
ел
яе
м

: 
a 

=
 –

1,
  

b 
=

 0
,  

n 
=

 k
 =

 0
; 

z 
=

 –
1,

 r
 =

 0
, s

 =
 0

. С
ле
до
ва
те
ль
но

, п
о 
та
бл
иц
е 
на
хо
ж
де
ни
я 

ви
да

 ч
ас
тн
ог
о 
ре
ш
ен
ия

 (
см

. т
аб
л.

 2
.1

),
 и
м
ее
м

 
x

A
e

y



1

ч.
н

. 

Р
ас
см
от
ри
м

 ф
ун
кц
ию

 
x

e
x

f
2

2
)

(



, 
по

 е
ё 
ви
ду

 о
пр
ед
ел
яе
м

: 
 a

 =
 –

2,
  

b 
=

 0
, n

 =
 k

 =
 0

, z
 =

 –
2,

 r
 =

 1
, s

 =
 0

. С
ле
до
ва
те
ль
но

, п
о 
та
бл
иц
е 
на
хо
ж
де
ни
я 

ви
да

 ч
ас
тн
ог
о 
ре
ш
ен
ия

 (
см

. т
аб
л.

 2
.1

),
 м
ож

ем
 з
ап
ис
ат
ь 

x
B

xe
y

2
ч.
н

2




. 

Т
ак
им

 
об
ра
зо
м

, 
ча
ст
но
е 
ре
ш
ен
ие

 
ис
хо
дн
ог
о 

ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 

ур
ав
не
ни
я 
им

ее
т 
ви
д 

x
x

B
xe

A
e

y
2

ч.
н







. 

Д
ля

 н
ах
ож

де
ни
я 
ко
эф
ф
иц
ие
нт
ов

 А
 и

 В
 н
ай
де
м

 п
ро
из
во
дн
ы
е 
пе
рв
ог
о 

и 
вт
ор
ог
о 
по
ря
дк
а:

 
x

x
B

xe
A

e
y

2





,  
 

x
x

x
B

xe
e

B
A

e
y

2
2

2











, 
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П
од
ст
ав
ив

 н
ай
де
нн
ую

 ф
ун
кц
ию

 в
 (

1.
28

),
 п
ол
уч
им

 о
бщ

ее
 р
еш

ен
ие

 
да
нн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я:

 

x

x
C

x

C
x

y
ln

ln








. 

С
п
о
со
б
 2
. 
И
сп
ол
ьз
уе
м

 ф
ор
м
ул
у 
об
щ
ег
о 
ре
ш
ен
ия

 (
1.

22
) 
ур
ав
не
ни
я 

(1
.2

7)
, п
од
ст
ав
ив

 в
 н
ее

 



x
x

p
1


, 




21 x
x

q



: 






 

 






dx

x
dx

x
e

C
dx

e
x

y
1

1

2
)

1
(

=
x

x
e

C
dx

e
x

ln
ln

2
)

1
(


 

 





=
 

x
C

xd
x

x

1
)

1
(

2
 

 





=



x

x
C

x
C

x
xdx

C
x

ln
ln

1
1







 
 




. 

С
п
о
со
б
 
3.

 
Н
ай
де
м

 
ре
ш
ен
ие

 
ур
ав
не
ни
я 

(1
.2

7)
 
м
ет
од
ом

 
Б
ер
ну
лл
и.

 

П
ус
ть

 
v

u
y


. П
од
ст
ав
им

 



x
x

p
1


 и

 



21 x
x

q



 в

 с
ис
те
м
у 

(1
.2

4)
: 

  











.
1

;0
,0 2 x

v
u

C
xv

v
 

Н
ай
де
м

 с
на
ча
ла

 ч
ас
тн
ое

 р
еш

ен
ие

 п
ер
во
го

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав

-
не
ни
я 
с 
ра
зд
ел
яю

щ
им

ис
я 
пе
ре
м
ен
ны

м
и:

 

0



xv

v
  


  
xv

dxdv



  


  
xdx

vdv



  


  






xdx

vdv
  


 


 

x
v

ln
ln




  


  
x

v
1


. 

П
од
ст
ав
им

 ф
ун
кц
ию

 
x

v
1


 в
о 
вт
ор
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 с
ис
те
м
ы

. 
П
ро
ин
те

-

гр
ир
ов
ав

, п
ол
уч
им

: 

21 x
v

u





  


  
21

1

x
x

u





  


  
x

u
1




  


  
dx

x
u




1
  


  
C

x
u





ln

. 

П
ер
ем
но
ж
ив

 п
ол
уч
ен
ны

е 
ф
ун
кц
ии

, 
по
лу
чи
м

 о
бщ

ее
 р
еш

ен
ие

 у
ра
вн
е-

ни
я 

(1
.2

7)
: 




x

x
C

x
C

x
uv

y
ln

1
ln










.  
▲
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П
р
и
м
е
р
 1.12. П

роинтегрировать уравнение 
0

)
(

2
2





dy

x
y

xydx
. 

Δ
  В

 этом
 уравнении 







2
,

,
2

,
x

y
y

x
Q

xy
y

x
P





. Н

айдем
 частны

е 
производны

е  




x
xy

y
y P

2
2


 


 

,   



x

x
y

x
x Q

2
2





 


 

. 

П
олучили, что 

x Q

y P

 


 
, следовательно, данное уравнение не является 

уравнением
 в полны

х диф
ф
еренциалах 

Ф
ункция 




xy
y

x
P

2
,


  это однородная ф

ункция второй степени, а 

ф
ункция 




2
,

x
y

y
x

Q



 не является однородной (убедитесь в этом

 сам
о-

стоятельно!), поэтом
у диф

ф
еренциальное уравнение не будет однородны

м
. 

Ф
ункцию

 



2

,
x

y
y

x
Q




 невозм
ож

но представить в виде произве-
дения ф

ункций одной перем
енной 








y

Q
x

Q
y

x
Q

2
1

,


, поэтом
у это не 

уравнение с разделяю
щ
им

ися перем
енны

м
и. 

Н
айдем

 общ
ую

 ф
орм

у записи данного диф
ф
еренциального уравне-

ния: 

0
)

(
2

2





dy
x

y
xydx

  
  

0
)

(
2

2
 




y
x

y
xy

  
  

0
2

2



 

x
y

xy
y

. 

Л
евая часть полученного уравнения не является линейной относи-

тельно y
 и y . П

оэтом
у уравнение не является линейны

м
, а такж

е уравне-
нием

 Б
ернулли. 
В

 итоге м
ы

 не см
огли классиф

ицировать диф
ф
еренциальное уравне-

ние относительно неизвестной ф
ункции 

)
(x

y
y


. Т
огда попробуем

 найти 
реш

ение этого уравнения в виде 
)

(y
x

x


, т.е. будем
 искать ф

ункцию
, об-

ратную
 неизвестной ф

ункции 
)

( x
y

y


. 
П
реобразуем

 уравнение, записанное в общ
ей ф

орм
е: 

0
2

2



 

x
y

xy
y

  
  

xy x
y

y
2

1
2





  

  
1

2 1

2 1





 
x

x
y

x
, 

где 
dy dx

y
x


 

1
. П

олученное уравнение им
еет следую

щ
ий вид: 

m
x

y
q

x
y

p
x

)
(

)
(


 

, 

где 
y

y
p

2 1
)

(



, 

2/
1

)
(




y
q

, 
,1




m
 т.е. является уравнением

 Б
ернулли 

относительно ф
ункции 

)
(y

x
x


. 
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М
етод неопределенны

х коэф
ф
ициентов нахож

дения частного реш
е-

ния линейного неоднородного диф
ф
еренциального уравнения состоит из 

следую
щ
их ш

агов: 

1) И
спользуя вид специальной правой части (2.30), определить числа 

k
n

b
a

,
,

,
. 

2) Н
айти степень новы

х м
ногочленов 

}
,

m
ax{

k
n

s


 и записать их 
общ

ий вид с неизвестны
м
и коэф

ф
ициентам

и. 
Н
априм

ер, если 
0


s

, то 



A
x

P


*0
; если 

1


s
, то 




B
A

x
x

P



*1

; ес-

ли 
2


s

, то 



C
B

x
A

x
x

P





2
*2

. 
3) Записать ком

плексное число 
ib

a
z




. С
равнив его с корням

и 

n
k

k
k

...,
,

,
2

1
 характеристического уравнения линейного однородного диф

-
ф
еренциального уравнения, определить кратность r

. 
Н
априм

ер, если среди корней характеристического уравнения нет 
чисел, совпадаю

щ
их с 

ib
a

z



, то 

0


r
; если есть один корень, совпа-

даю
щ
ий с 

ib
a

z



, то 

1


r
 и т.д. 

4) И
спользуя найденны

е величины
 s

 и r
, записать структуру част-

ного реш
ения (2.31), в котором

 м
ногочлены

 
*s

P
(x) и 

*s
Q

(x) им
ею

т неопре-
деленны

е коэф
ф
ициенты

 (м
ож

но доказать, что эти коэф
ф
ициенты

 опреде-
ляю

тся однозначно). 
5) Н

еизвестны
е коэф

ф
ициенты

 м
ногочленов определить подстанов-

кой ф
ункции 

ч.н
y

 в исходное линейное неоднородное диф
ф
еренциальное 

уравнение и приравниванием
 коэф

ф
ициентов подобны

х членов левой и 
правой 

частей 
уравнения 

(в 
результате 

получается 
систем

а 
линейны

х 
уравнений для нахож

дения неизвестны
х коэф

ф
ициентов). 

6) П
одставляя найденны

е коэф
ф
ициенты

 в (2.31), записать вид частно-
го реш

ения 
ч.н

y
 линейного неоднородного диф

ф
еренциального уравнения. 

П
р
и
м
е
р
 2.11. Н

айти общ
ее реш

ение уравнения 
x

xe
y

y
xsin


 

. 

Δ
  Д

анное уравнение является линейны
м

 неоднородны
м

 диф
ф
ерен-

циальны
м

 уравнением
 второго порядка с постоянны

м
и коэф

ф
ициентам

и. 
Е
го общ

ее реш
ение будем

 искать в виде: 
ч.н

о.о
о.н

y
y

y



. 

1) 
С
оставим

 
соответствую

щ
ее 

линейное 
однородное 

уравнение: 
0


 

y
y

. Е
го характеристическое уравнение 

0
1

2



k

 им
еет действи-

тельны
е различны

е корни 
1

1



k

 и 
1

2


k
, потом

у ф
ундам

ентальная сис-

тем
а 
реш

ений 
однородного 

уравнения 
состоит 

из 
ф
ункций 

x
e

y



1

 
и 

x
e

y


2
. Т
огда общ

ее реш
ение однородного уравнения им

еет вид 
x

x
o

o
e

C
e

C
y

2
1

.





. 
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3)
 Т
ог
да

 о
бщ

ее
 р
еш

ен
ие

 
ч.
н

о.
о

о.
н

y
y

y



 и
м
ее
т 
ви
д 








 x

x
x

x
e

e
C

e
C

y
x

x
x

н
o

si
n

14
5

co
s

2
10

25
2

1
.














 

ил
и 








 x

x
x

x
e

e
C

e
C

y
x

x
x

н
o

si
n

14
5

co
s

2
10

25
2

1
.











.  
▲

 

  
С
ог
ла
сн
о 
м
ет
од
у 
не
оп
ре
де
ле
нн
ы
х 
ко
эф
ф
иц
ие
нт
ов

, 
ча
ст
но
е 
ре
ш
ен
ие

 
ли
не
йн
ог
о 
не
од
но
ро
дн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 

n-
го

 п
ор
яд
ка

 н
ах
од
ит
ся

 в
 в
ид
е,

 п
ох
о-

ж
ем

 н
а 
пр
ав
ую

 ч
ас
ть

 э
то
го

 у
ра
вн
ен
ия

. 
П
ри

 э
то
м

 и
сп
ол
ьз
ую

тс
я 
ко
рн
и 

 
ха
ра
кт
ер
ис
ти
че
ск
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 
со
от
ве
тс
тв
ую

щ
ег
о 
од
но
ро
дн
ог
о 
ур
ав
не

-
ни
я.

 П
ре
дс
та
ви
м

 в
 в
ид
е 
та
бл
иц
ы

 н
аи
бо
ле
е 
ча
ст
о 
вс
тр
еч
аю

щ
ие
ся

 с
лу
ча
и 

(т
аб
л.

 2
.1

).
 

Т
аб
ли
ца

 2
.1

 
Н
ах
ож

де
ни
е 
ча
ст
но
го

 р
еш

ен
ия

 п
о 
ви
ду

 п
ра
во
й 
ча
ст
и 

 
ли
не
йн
ог
о 
не
од
но
ро
дн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 

 

П
ра
ва
я 
ча
ст
ь 


 x

f
 

ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 

ур
ав
не
ни
я 

К
ор
ни

 
ха
ра
кт
ер
ис
ти
че
ск
ог
о 

ур
ав
не
ни
я 

В
ид

 ч
ас
тн
ог
о 
ре
ш
ен
ия

  

ч.
н

y
 

Ч
ис
ло

 
0


z

не
 я
вл
яе
тс
я 

ко
рн
ем

 х
ар
ак
те
ри
ст
ич
е-

ск
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 




n
n

n
n

a
x

a
x

a
x

P






1

1
0

*
 

   


x

P n
 

Ч
ис
ло

 
0


z

яв
ля
ет
ся

 
ко
рн
ем

 х
ар
ак
те
ри
ст
ич
е-

ск
ог
о 

ур
ав
не
ни
я 

кр
ат

-
но
ст
и 

r 


 x

P
x

n
r

*
 

Ч
ис
ло

 
a

z


 н
е 
яв
ля
ет
ся

 
ко
рн
ем

 х
ар
ак
те
ри
ст
ич
е-

ск
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 




x
a

n
e

x
P

*
 

   




ax
n

e
x

P
 

Ч
ис
ло

 
a

z


яв
ля
ет
ся

 
ко
рн
ем

 х
ар
ак
те
ри
ст
ич
е-

ск
ог
о 

ур
ав
не
ни
я 

кр
ат

-
но
ст
и 

r 




x
a

n
r

e
x

P
x

*
 

Ч
ис
ло

 
ib

z


 н
е 
яв
ля
ет
ся

 
ко
рн
ем

 х
ар
ак
те
ри
ст
ич
е-

ск
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 







bx
x

Q
bx

x
P

s
s

si
n

co
s

*
*


, 


 k

n
s

,
m

ax


 

   






bx
x

Q
bx

x
P

k
n

si
n

co
s


 
Ч
ис
ло

 
ib

z


яв
ля
ет
ся

 
ко
рн
ем

 х
ар
ак
те
ри
ст
ич
е-

ск
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 










bx
x

Q
bx

x
P

x
s

s
si

n
co

s
*

*


, 


 k

n
s

,
m

ax

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Р
еш

ен
ие

 (
1.

32
) 
яв
ля
ет
ся

 о
бщ

им
 и
нт
ег
ра
ло
м

 у
ра
вн
ен
ия

. Д
ля

 т
ог
о 
чт
о-

бы
 е
го

 з
ап
ис
ат
ь,

 н
ео
бх
од
им

о 
на
йт
и 
ф
ун
кц
ию

 
)

,
(

y
x

U
. 

И
з 
пе
рв
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 
си
ст
ем
ы

 (
1.

30
) 
сл
ед
уе
т 
то

, ч
то

 

)
(

)
,

(
)

,
(

0

y
dx

y
x

P
y

x
U

x x







, 

гд
е 

)
(y


 –

 н
ов
ая

 н
еи
зв
ес
тн
ая

 ф
ун
кц
ия

 п
ер
ем
ен
но
й 

y
; 

)
,

(
0

0
0

y
x

M
 –

 п
ро
из

-
во
ль
на
я 
то
чк
а 
об
ла
ст
и 

D
, 
в 
ко
то
ро
й 
оп
ре
де
ле
ны

 и
 н
еп
ре
ры

вн
ы

 ф
ун
кц
ии

 

)
,

(
y

x
P

, 
)

,
(

y
x

Q
, 

yP 
, 

xQ 
. 

Ф
ун
кц
ия

 
)

(y


 н
ах
од
ит
ся

 и
з 
вт
ор
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 

(1
.3

0)
: 

)
(

)
,

(
)

,
(

0

y
dx

y
x

P
y

yU
y

x
Q

x x




  
 








  


  
)

(
)

,
(

0

y
dx

yP
y

x
Q

x x










. 

И
сп
ол
ьз
уя

 с
оо
тн
ош

ен
ие

 (
1.

31
),

 м
ож

но
 з
ап
ис
ат
ь:

 

))
,

(
)

,
(

(
)

,
(

)
,

(
)

(
0

0

y
x

Q
y

x
Q

y
x

Q
dx

xQ
y

x
Q

y
x x














  


  
)

,
(

)
(

0
y

x
Q

y





. 

И
нт
ег
ри
ру
я 

по
сл
ед
не
е 

ра
ве
нс
тв
о,

 
по
лу
чи
м

: 



y y

dy
y

x
Q

y
0

)
,

(
)

(
0


.  

Т
ак
им

 о
бр
аз
ом

, 







y y

x x

dy
y

x
Q

dx
y

x
P

y
x

U
0

0

)
,

(
)

,
(

)
,

(
0

. 

Т
ог
да

, 
со
гл
ас
но

 (
1.

32
),

 о
бщ

ий
 и
нт
ег
ра
л 
да
нн
ог
о 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 

ур
ав
не
ни
я 
им

ее
т 
ви
д 







x x

y y

C
dy

y
x

Q
dx

y
x

P
0

0

)
,

(
)

,
(

0
.  

   
   

   
   

   
   

   
   

 (
1.

33
) 

П
р
ав
и
л
о 
р
еш

ен
и
я 
ур
ав
н
ен
и
я 
в 
п
ол
н
ы
х 
ди
ф
ф
ер
ен
ц
и
ал
ах

: 

1)
 
за
пи
са
ть

 
ур
ав
не
ни
е 
в 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ой

 
ф
ор
м
е 
и 
оп
ре
де
ли
ть

 
ф
ун
кц
ии

 
)

,
(

y
x

P
 и

 
)

,
(

y
x

Q
; 

2)
 п
ро
ве
ри
ть

 в
ы
по
лн
ен
ие

 п
ри
зн
ак
а 
ур
ав
не
ни
я 
в 
по
лн
ы
х 
ди
ф
ф
ер
ен

-
ци
ал
ах

, т
.е

. в
ы
по
лн
ен
ие

 у
сл
ов
ие

 (
1.

31
);

 
3)

 з
ап
ис
ат
ь 
об
щ
ий

 и
нт
ег
ра
л 
ур
ав
не
ни
я 

(1
.3

3)
, 
вы

бр
ав

 
0x

 и
 

0y
 –

 к
о-

ор
ди
на
ты

 п
ро
из
во
ль
но
й 
то
чк
и 

0
M

 о
бл
ас
ти

 н
еп
ре
ры

вн
ос
ти

 ф
ун
кц
ий

 P
(x

, y
) 

и 
Q

(x
, y

) 
(ч
ащ

е 
вс
ег
о 
вы

би
ра
ю
т 
ре
ш
ен
ие

 
0x

=
0y

=
 0

).
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П
р
и
м
е
р
 1.10. П

роинтегрировать уравнение 

0
)

2
sin

2(
cos

2
2

2





dy
y

x
y

dx
y

x
. 

Δ
  Здесь 







y
x

y
y

x
Q

y
x

y
x

P
2

sin
2

,
,

cos
2

,
2

2





. Н
айдем

 частны
е 

производны
е  








y

x
y

y
x

y
x

y
x

y P
y

y
2

sin
2

sin
cos

2
2

cos
2

cos
2

2
2





 

 


 
, 







y
x

x
y

y
x

y
x Q

x
x

2
sin

2
2

sin
0

2
sin

2
2

2


 


 



 

. 

П
олучили, что 

x Q

y P

 


 
, следовательно, данное уравнение является урав-

нением
 в полны

х диф
ф
еренциалах 

Ф
ункции 

)
,

(
y

x
P

 и 
)

,
(

y
x

Q
 определены

 и непреры
вны

 при лю
бы

х 
R

y
x


,

. П
оэтом

у вы
берем

 
0

0


x
 и 

0
0


y
, тогда 




y
y

y
y

x
Q

2
2

sin
0

2
,0







. 
П
одставим

 все найденны
е 
величины

 в ф
орм

улу общ
его реш

ения 
(1.33), тогда 

С
dy

y
dx

y
x

y
x






0

0

2
2

cos
2

  
  

С
dy

y
dx

x
y

y
x







0
0

2
2

cos
2

  
 

C
y

x
y

y
x







0

2

0

2
2

2
2

2
cos

2
. 

О
кончательно получим

: 
C

y
y

x



2

2
2cos

, 

это общ
ий интеграл уравнения в полны

х диф
ф
еренциалах.  ▲

 

П
р
и
м
е
р
 1.11.. Н

айти реш
ение задачи К

ош
и 

0
)

1(





   

   


dy
y x

e
dx

e
x

y x

y x

, 
2

)0
(


y

. 

Δ
 

 
В

 
этом

 
уравнении 







)
1(

,
,

,
y x

e
y

x
Q

e
x

y
x

P
y x

y x







. 
Н
айдем

  

частны
е производны

е 

  
  

   

   


 


 
2

y x
e

e
x

y
y P

y x

y x

, 
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Т
еперь подставим

 
y

y
y


,

,
 в исходное уравнение: 



















.
sin

sin
cos

sin
2

2
2

2
cos

2
2

2
2

x
xe

x
D

C
x

x
B

A
x

e

x
C

B
A

x
A

x
D

C
x

C
A

e
x

x

x






















 

П
ерепиш

ем
 уравнение в виде 













.
sin

1
sin

0
cos

0
cos

0

sin
2

sin
2

2
2

cos
2

cos
2

2
2

x
ex

x
e

x
ex

x
e

x
xe

C
A

x
e

D
C

B
A

x
xe

C
A

x
e

D
C

B
A

x
x

x
x

x
x

x
x






































 

П
риравняем

 вы
раж

ения в левой и правой частях уравнения при по-
добны

х членах: 

    
























.1
2

,0
2

2
2

,0
2

,0
2

2
2

C
A

D
C

B
A

C
A

D
C

B
A

 

В
 результате получили систем

у для нахож
дения неизвестны

х коэф
-

ф
ициентов. Р

ассм
отрим

 отдельно второе и четвертое уравнения: 

  









,1

2

,0
2

C
A

C
A

  
    







,1
4

,
2C

С

C
A

  
    







.
5 1

,
5 2

С A
 

Т
еперь рассм

отрим
 первое и третье уравнения, в которы

е подставим
 

найденны
е значения коэф

ф
ициентов А

 и С
: 

  









,
5 2

2

,
5 6

2D
B

D
B

  
    









,
5 2

2

,
5 12

4
2

D
B

D
B

  
    






,
5 2

2

,
5 14

5

D
B

D
  

    


 

.
25 2

,
25

14

B D
 

е) В
се найденны

е коэф
ф
ициенты

 подставим
 в (2.32):  

 
 

 





 
 





x

x
x

x
e

y
x

н
ч

sin
25

14

5 1
cos

25 2

5 2
.

 

или 








x

x
x

x
e

y
x

н
ч

sin
14

5
cos

2
10

25
.










. 
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2)
 
Н
ай
де
м

 
ча
ст
но
е 

ре
ш
ен
ие

 
не
од
но
ро
дн
ог
о 

ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 

ур
ав
не
ни
я.

 

а)
 П
ра
ву
ю

 ч
ас
ть

 з
ад
ан
но
го

 у
ра
вн
ен
ия

 п
ре
дс
та
ви
м

 в
 в
ид
е 













x
x

x
e

x
f

x











1
si

n
1

co
s

0
1

. 

С
ле
до
ва
те
ль
но

, 
ф
ун
кц
ия

 

 x

f
 

 ф
ун
кц
ия

 с
пе
ци
ал
ьн
ог
о 
ви
да

 (
2.

30
),

 г
де

 

1


a
, 

1


b
; 




0


x
P

 
 э
то

 м
но
го
чл
ен

 н
ул
ев
ой

 с
те
пе
ни

 и
 

0


n
; 




x
x

Q


 
 

эт
о 
м
но
го
чл
ен

 п
ер
во
й 
ст
еп
ен
и 
и 

1


k
. 
Ч
ас
тн
ое

 р
еш

ен
ие

 у
ра
вн
ен
ия

 б
уд
ем

 
ис
ка
ть

 м
ет
од
ом

 н
ео
пр
ед
ел
ен
ны

х 
ко
эф
ф
иц
ие
нт
ов

, т
.е

. в
 в
ид
е 

(2
.3

1)
. 

б)
 О
пр
ед
ел
им

 с
те
пе
нь

 н
ов
ы
х 
не
из
ве
ст
ны

х 
м
но
го
чл
ен
ов

: 

1
}1,0

m
ax

{



s

. 

С
ле
до
ва
те
ль
но

, 



B
A

x
x

P



* 1

 и



D
C

x
x

Q



* 1

. 

в)
 З
ап
иш

ем
 к
ом

пл
ек
сн
ое

 ч
ис
ло

 
i

z



1

 и
 с
ра
вн
им

 е
го

 с
 к
ор
ня
м
и 
ха

-
ра
кт
ер
ис
ти
че
ск
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 

1
1




k
, 

1
2


k
. С

ре
ди

 ч
ис
ел

 
1k
 и

 
2k

 н
ет

 с
ов

-
па
да
ю
щ
их

 с
 ч
ис
ло
м

 z
, п
оэ
то
м
у 

0


r
. 

г)
 П

од
ст
ав
ля
я 
вс
е 
на
йд
ен
ны

е 
ве
ли
чи
ны

 в
 ф
ор
м
ул
у 

(2
.3

1)
, 
за
пи
ш
ем

 
ви
д 
ча
ст
но
го

 р
еш

ен
ия

: 








 x

D
C

x
x

B
A

x
e

y
x

si
n

co
s

ч.
н







.  
   

   
   

   
   

   
   

(2
.3

2)
 

д)
 
Д
ля

 
то
го

, 
чт
об
ы

 
на
йт
и 

зн
ач
ен
ия

 
не
из
ве
ст
ны

х 
ко
эф
ф
иц
ие
нт
ов

 
D

C
B

A
,

,
,

, 
по
дс
та
ви
м

 
ф
ун
кц
ию

 
(2

.3
2)

 
в 

ис
хо
дн
ое

 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 
ур
ав
не
ни
е.

 

Н
ай
де
м

 п
ро
из
во
дн
ы
е 
пе
рв
ог
о 
и 
вт
ор
ог
о 
по
ря
дк
а,

 и
сп
ол
ьз
уя

 п
ра
ви
ло

 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ро
ва
ни
я 
пр
ои
зв
ед
ен
ия

: 








 x

D
C

x
x

B
A

x
e

y
x

si
n

co
s







, 
 


























 ,

si
n

co
s

co
s

si
n

si
n

co
s

si
n

co
s

x
D

C
x

C
B

A
x

x
D

C
x

B
A

A
x

e

x
D

C
x

x
C

x
B

A
x

x
A

e

x
D

C
x

x
B

A
x

e
y

xxx





































 

 
































 .

si
n

2
2

2
2

co
s

2
2

2
2

co
s

si
n

si
n

co
s

si
n

co
s

x
C

B
A

x
A

x
D

C
x

C
A

e

x
D

C
x

C
B

A
x

x
C

A
x

D
C

x
B

A
A

x
x

C
A

e

x
D

C
x

C
B

A
x

x
D

C
x

B
A

A
x

e
y

xxx



























































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)
(

)
1

(
)

1(
1

)
1(

2 yx
e

y
e

yx

y
e

yx
e

x
xQ

yx

yx

yx

yx








  

 






. 

П
ол
уч
ил
и,

 ч
то

 
xQ

yP





, 
сл
ед
ов
ат
ел
ьн
о,

 д
ан
но
е 
ур
ав
не
ни
е 
яв
ля
ет
ся

 

ур
ав
не
ни
ем

 в
 п
ол
ны

х 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ах

 
Ф
ун
кц
ии

 
)

,
(

y
x

P
 и

 
)

,
(

y
x

Q
 о
пр
ед
ел
ен
ы

 и
 н
еп
ре
ры

вн
ы

 п
ри

 л
ю
бы

х 
R

y
x


,

, 
кр
ом

е 
0


y

. 
П
оэ
то
м
у 

вы
бе
ре
м

 
0

0


x
 
и 

1
0


y
, 

то
гд
а 







1
0

1
,

0
0





e

y
x

Q
. 

П
од
ст
ав
им

 в
се

 н
ай
де
нн
ы
е 
ве
ли
чи
ны

 в
 ф

ор
м
ул
у 
об
щ
ег
о 
ре
ш
ен
ия

 
(1

.3
3)

, т
ог
да

 

С
dy

dx
e

x
y

x
yx




 

 





1
0

  


  
С

dy
yx

d
e

y
dxx

y
x

yx
x


  

 






1

0
0

  


 


 

C
y

e
y

x
y

x

yx
x







1

0
0

2 2
  


  
C

y
e

e
y

x
yx




  

 



1

2
0

2

. 

О
ко
нч
ат
ел
ьн
о 
по
лу
чи
м

: 

1

2 2
C

ey
x

yx




, 

гд
е 

1
1




C
C

. Э
то

 о
бщ

ий
 и
нт
ег
ра
л 
ур
ав
не
ни
я 
в 
по
лн
ы
х 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ах

. 
Т
еп
ер
ь 
на
йд
ем

 ч
ас
тн
ы
й 
ин
те
гр
ал

, 
ис
по
ль
зу
я 
на
ча
ль
но
е 
ус
ло
ви
е.

 Т
ак

 
ка
к 

2


y
 п
ри

 
0


x

, т
о 

1
0

2
0

C
e





  


  
2

1


C
. 

П
од
ст
ав
ля
я 
на
йд
ен
но
е 
зн
ач
ен
ие

 п
ро
из
во
ль
но
й 
по
ст
оя
нн
ой

 в
 о
бщ

ий
 

ин
те
гр
ал

, п
ол
уч
им

 ф
ун
кц
ию

 

2
22




yx

ey
x

  


  
4

2
2




yx

ey
x

. 

Э
то

 ч
ас
тн
ы
й 
ин
те
гр
ал

 д
ан
но
го

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я.

  ▲
 

  
В

 з
ак
лю

че
ни
е 
пр
ив
ед
ем

 е
щ
е 
од
ин

 х
ар
ак
те
рн
ы
й 
пр
им

ер
 н
ах
ож

де
ни
я 

ре
ш
ен
ия

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 
пе
рв
ог
о 
по
ря
дк
а.
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П
редполож

им
, что происходит естественны

й прирост трудовы
х ре-

сурсов, т.е. 



const

L
L





 

; инвестиции направлены
 как на увеличение 

производственны
х ф

ондов, так и на ам
ортизацию

, т.е. 
K

K
I


 


 (здесь 


 - норм

а ам
ортизации). 

П
усть 

Y
I


, где 

  норм
а инвестиций, тогда 

K
K

Y


 



, откуда 

K
Y

K





 
. 

 
Н
айдем

 производную
 от k по t: 

 



 

 
 




  
 

 
L L

L K

L

K
Y

L L
K

L K

L

L
K

L
K

L K
k




2
2

 


k

L Y
k

k
L Y

L K

L K

L Y



























. 

У
читы

вая средню
ю

 производительность труда 



L Y

L F
k

f



, полу-

чаем
: 





k

k
f

k








 
. 

Э
то уравнение назы

вается уравнением
 неоклассического рост

а. О
но явля-

ется автоном
ны

м
 диф

ф
еренциальны

м
 уравнением

. 
 

1.7.4. Д
и
н
ам

и
ч
еская

 м
о
д
ел

ь
 К
ей
н
са

 
 

Р
ассм

отрим
 простейш

ую
 балансовую

 м
одель, вклю

чаю
щ
ую

 в себя 
основны

е ком
поненты

 динам
ики расходной и доходной частей эконом

ики. 
П
усть Y

(t), Е
(t), S(t), I(t) – соответственно национальны

й доход, государст-
венны

е расходы
, потребление и инвестиции. В

се эти величины
 рассм

атри-
ваю

тся как ф
ункции врем

ени t. Т
огда справедливы

 следую
щ
ие соотно-

ш
ения: 

















  












,

,

,

t
Y

t
k

t
I

t
b

t
Y

t
a

t
S

t
E

t
I

t
S

t
Y

                                 (1.39) 

где a(t) – коэф
ф
ициент склонности к потреблению

 (0 <
 a(t) <

1); b(t) – авто-
ном

ное (конечное) потребление; k(t) – норм
а акселерации. В

се ф
ункции, 

находящ
иеся в уравнениях систем

ы
 (1.39), полож

ительны
. 

  С
ум

м
а всех расходов долж

на бы
ть равной национальном

у доходу – 
этот баланс отраж

ен в первом
 уравнении систем

ы
 (1.39). О

бщ
ее потребле-

ние состоит из внутреннего потребления, некоторой части национального 
дохода в народном

 хозяйстве, плю
с конечное потребление – эти состав-
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ного уравнения, то они линейно независим
ы
е и по теорем

е 1: 
0

)
(

0


x
W

 


b
a

x
,

0



. С

ледовательно, систем
а им

еет единственное реш
ение: 

01
1

C
C


, 

02
2

C
C


, …

, 
0n

n
C

C


. 

Э
то означает, что сущ

ествую
т такие значения произвольны

х постоянны
х, 

при которы
х ф

ункция (2.25) определяет частное реш
ение линейного неод-

нородного диф
ф
еренциального уравнения (2.23), удовлетворяю

щ
ее задан-

ны
м

 начальны
м

 условиям
 (2.27). Ч

то и требовалось доказать.  ■
 

  Е
сли известно общ

ее реш
ение линейного однородного диф

ф
еренци-

ального уравнения (2.24), то основная задача при интегрировании линей-
ного неоднородного диф

ф
еренциального уравнения (2.23) состоит в нахо-

ж
дении какого-либо его частного реш

ения 
ч.н

y
. 

С
ущ

ествую
т два м

етода нахож
дения 

ч.н
y

: м
етод вариации произ-

вольны
х постоянны

х; м
етод неопределённы

х коэф
ф
ициентов. 

  М
етод вариации произвольны

х постоянны
х является универсальны

м
, 

он прим
еним

 для уравнений с лю
бой правой частью

. П
ри этом

 частное ре-
ш
ение находится в виде, похож

ем
 на общ

ее реш
ение соответствую

щ
его 

линейного однородного диф
ф
еренциального уравнения n-го порядка. 

  М
етод неопределённы

х коэф
ф
ициентов прим

еним
 только для уравне-

ний с постоянны
м
и коэф

ф
ициентам

и со специальной правой частью
 (опреде-

ление такого типа уравнений будет дано ниж
е). П

ри этом
 частное реш

ение 
находится в виде, похож

ем
 на правую

 часть линейного неоднородного 
диф

ф
еренциального уравнения n-го порядка, т.е. ф

ункцию
 


x

f
. 

П
р
ави

л
о н

ахож
ден

и
я общ

его р
еш

ен
и
я л

и
н
ей
н
ого н

еодн
ор
одн

ого 
ди
ф
ф
ер
ен
ц
и
ал
ьн
ого ур

авн
ен
и
я с п

остоян
н
ы
м
и

 к
оэф

ф
и
ц
и
ен
там

и
: 

1) 
для 

линейного 
неоднородного 

диф
ф
еренциального 

уравнения 
(2.23) записать соответствую

щ
ее линейное однородное диф

ф
еренциальное 

уравнение (2.24); 
2) найти ф

ундам
ентальную

 систем
у реш

ений 
n

y
y

y
...,

,
,

2
1

 линейного 
однородного диф

ф
еренциального уравнения (2.24) и записать его общ

ее 
реш

ение: 

n
n y

C
y

C
y

C
y







...
2

2
1

1
о.о

; 

3) найти какое-либо частное реш
ение 

ч.н
y

 линейного неоднородного 
диф

ф
еренциального уравнения м

етодом
 вариации произвольны

х постоян-
ны

х или м
етодом

 неопределённы
х коэф

ф
ициентов; 
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
















x

x
x

dx
dx

xx
x

C
2

2
3

3
1

co
s

2

1

2

co
s

)
(c

os
co

s
co

ssi
n

)
(

, 





x

x

dx
x

C
tg

co
s

)
(

2
2

. 

Т
ог
да

 ч
ас
тн
ое

 р
еш

ен
ие

 и
м
ее
т 
ви
д 

x
x

x
x

y
si

n
tg

co
s

co
s

2

1
2

ч.
н





. 

3)
 С
кл
ад
ы
ва
я 
по
лу
че
нн
ы
е 
ре
ш
ен
ия

, 
на
хо
ди
м

 о
бщ

ее
 р
еш

ен
ие

 и
сх
од

-
но
го

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я:

 

x
x

C
x

x
C

y
si

n
)

tg
(

co
s

co
s

2

1
2

2
1

о.
н




 
 




.  
▲

 

 
2.

5.
3.

 М
ет

о
д

 н
ео
п
р
ед

ел
ен
н
ы
х

 к
о
эф

ф
и
ц
и
ен
т
о
в

 
 

О
п
р
е
д
е
л
е
н
и
е
. 
Л
ин
ей
но
е 
не
од
но
ро
дн
ое

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 у
ра
в-

не
ни
е 
с 
по
ст
оя
нн
ы
м
и 
ко
эф
ф
иц
ие
нт
ам
и 

)
(

...
1

)2
(

2
)1

(
1

)
(

x
f

y
a

y
a

y
a

y
a

y
n

n
n

n
n














, 

гд
е 

co
ns

t
a i


, 

n
i

,1


, 
на
зы
ва
ет
ся

 
ур
ав
не
ни
ем

 
со

 
сп
ец
иа
ль
но
й 
пр
ав
ой

  
ча
ст
ью

, е
сл
и 
пр
ав
ая

 ч
ас
ть

 у
ра
вн
ен
ия

 и
м
ее
т 
ви
д 




bx
x

Q
bx

x
P

e
x

f
k

n
x

a
si

n
)

(
co

s
)

(
)

(



.  

   
   

   
   

   
   

(2
.3

0)
 

Зд
ес
ь 

)
(x

P n
 и

 
)

(x
Q

k
 –

 м
но
го
чл
ен
ы

 о
тн
ос
ит
ел
ьн
о 
не
за
ви
си
м
ой

 п
ер
ем
ен
но
й 

x
 с
те
пе
ни

 n
 и

 k
 с
оо
тв
ет
ст
ве
нн
о,

 
R

b
a


,

. 

Ф
ун
кц
ия

 в
ид
а 

(2
.3

0)
 в
ст
ре
ча
ет
ся

 в
о 
м
но
ги
х 
ин
ж
ен
ер
ны

х 
пр
ил
ож

е-
ни
ях

. Ч
ас
тн
ое

 р
еш

ен
ие

 
ч.
н

y
 л
ин
ей
но
го

 н
ео
дн
ор
од
но
го

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 

ур
ав
не
ни
я 
с 
по
ст
оя
нн
ы
м
и 

ко
эф
ф
иц
ие
нт
ам
и 

и 
со

 
сп
ец
иа
ль
но
й 

пр
ав
ой

  
ча
ст
ью

 и
м
ее
т 
ст
ру
кт
ур
у,

 а
на
ло
ги
чн
ую

 в
ы
ра
ж
ен
ию

 (
2.

30
).

 В
 о
бщ

ем
 в
ид
е 

ча
ст
но
е 
ре
ш
ен
ие

 и
м
ее
т 
ви
д 


 x

b
x

Q
x

b
x

P
e

x
y

s
s

x
a

r
si

n
)

(
co

s
)

(
*

*
ч.
н




,  
   

   
   

   
  (

2.
31

) 

гд
е 

)
(

*
x

P s
 и

 
)

(
*

x
Q

s
 –

 м
но
го
чл
ен
ы

 с
 н
ео
пр
ед
ел
ен
ны

м
и 
ко
эф
ф
иц
ие
нт
ам
и 

ст
еп
ен
и 

}
,

m
ax

{
k

n
s


; 
r

 –
 к
ра
тн
ос
ть

 к
ор
ня

 k
 х
ар
ак
те
ри
ст
ич
ес
ко
го

 у
ра
в-

не
ни
я,

 с
ов
па
да
ю
щ
ег
о 
с 
ко
м
пл
ек
сн
ы
м

 ч
ис
ло
м

 
i

b
a

z



. 
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Б
уд
ем

 и
ск
ат
ь 
ре
ш
ен
ие

 у
ра
вн
ен
ия

 
1

21

21






x

x
y

x
 м
ет
од
ом

 Б
ер
ну
лл
и:

 

uv
x


,  
vu

v
u

x






, г
де

  
)

(yu
u


,  
)

(yv
v


,  
dydu

u


,  
dydv

v


. 

Р
еш

ен
ие

 у
ра
вн
ен
ия

 Б
ер
ну
лл
и 
от
но
си
те
ль
но

 н
еи
зв
ес
тн
ой

 ф
ун
кц
ии

 
)

( yx
x


 с
во
ди
тс
я 
к 
ре
ш
ен
ию

 с
ис
те
м
ы

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ы
х 
ур
ав
не
ни
й 
с 

ра
зд
ел
яю

щ
им

ис
я 
пе
ре
м
ен
ны

м
и,

 а
на
ло
ги
чн
ой

 (
1.

26
):

 

  











.
21

;0
,0

2

uv
v

u

C
yv

v

 

П
ро
ин
те
гр
ир
уе
м

 п
ер
во
е 
ур
ав
не
ни
е 
эт
о 
си
ст
ем
ы

: 

yv

dydv

2


  


  
y

dy

vdv

2


  


  





ydy

vdv

2
  


  
y

v
ln

21
ln


  


  
y

v


. 

П
од
ст
ав
им

 
y

v


 в
о 
вт
ор
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 с
ис
те
м
ы

 и
 п
ро
ин
те
гр
ир
уе
м

 е
го

: 

y
u

y
u

2

1





  


  
ydy

du
u




2
  


  
C

ydy
du

u
ln

2








  


  
yC

u
ln

2


. 

Д
ля

 у
до
бс
тв
а 
за
пи
си

 р
еш

ен
ия

, 
бу
де
м

 и
ск
ат
ь 
об
щ
ий

 и
нт
ег
ра
л 
в 
ви
де

 

2
2

2
v

u
x


, т
ог
да

 
y

yC
x

ln
2


.  
▲

 

 
1.

7.
 М
а
те
м
а
ти
ч
ес
ки
е 
м
о
д
ел

и
 э
ко
н
о
м
и
ч
ес
ко
го

 р
о
с
та

 
  

Р
ас
см
от
ри
м

 
не
ко
то
ры

е 
эк
он
ом

ич
ес
ки
е 
м
од
ел
и,

 
ба
зи
ру
ю
щ
ие
ся

 
на

 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ы
х 

ур
ав
не
ни
ях

 
пе
рв
ог
о 

по
ря
дк
а,

 
в 

ко
то
ры

х 
ис
ко
м
ая

 
ф
ун
кц
ия

 я
вл
яе
тс
я 
ф
ун
кц
ие
й 
вр
ем
ен
и 

t. 
Т
ак
ие

 м
од
ел
и 
на
зы
ва
ю
тс
я 
м
од
ел
я-

м
и 
ро
ст
а 

(м
од
ел
ям
и 
эк
он
ом
ич
ес
ко
й 
ди
на
м
ик
и)

 с
 н
еп
ре
ры
вн
ы
м

 в
ре
м
ен
ем

. 
С
ущ

ес
тв
ую

т 
та
кж

е 
ди
ск
ре
тн
ы
е 
ан
ал
ог
и 
эт
их

 м
од
ел
ей

, 
од
ин

 и
з 
ко
то
ры

х 
бу
де
т 
ра
сс
м
от
ре
н 
в 
по
сл
ед
не
м

 р
аз
де
ле

. 
 

1.
7.

1.
 М
о
д
ел

ь
 е
ст

ес
т
в
ен
н
о
го

 р
о
ст

а 
  

П
ус
ть

 y
(t

) 
– 
ин
те
нс
ив
но
ст
ь 
вы

пу
ск
а 
пр
од
ук
ци
и 

(в
ел
ич
ин
а 
вы

пу
ск
а 
на

 
ед
ин
иц
у 
вр
ем
ен
и)

 н
ек
от
ор
ог
о 
пр
ед
пр
ия
ти
я.

 П
ре
дп
ол
ож

им
, 
чт
о 
ве
сь

 в
ы
пу

-
щ
ен
ны

й 
то
ва
р 
бу
де
т 
пр
од
ан

, о
бъ
ем

 п
ро
да
ж

 н
е 
вл
ия
ет

 н
а 
це
ну

 т
ов
ар
а 

p 
(а
к-

си
ом
а 
о 
не
на
сы
щ
ае
м
ос
т
и 
по
т
ре
би
т
ел
я)

. 
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Д
ля увеличения интенсивности вы

пуска y(t) необходим
о, чтобы

 чис-
ты
е инвестиции I(t) (разность м

еж
ду общ

им
 объем

ом
 инвестиций и ам

ор-
тизационны

м
и затратам

и) бы
ли больш

е нуля. В
 случае I(t) =

 0 общ
ие инве-

стиции только лиш
ь покры

ваю
т затраты

 на ам
ортизацию

 и уровень вы
пус-

ка продукции остается неизм
енны

м
. С

лучай I(t) <
 0 приводит к ум

еньш
е-

нию
 основны

х ф
ондов и, как следствие, к ум

еньш
ению

 вы
пуска продук-

ции. Т
аким

 образом
, скорость увеличения интенсивности вы

пуска продук-
ции является возрастаю

щ
ей ф

ункцией от I. П
усть эта зависим

ость вы
раж

а-
ется прям

ой пропорциональностью
 (принцип акселерации): 

I
yk
 

, где k – 
норм

а акселерации. П
усть 

 - норм
а чисты

х инвестиций (часть дохода 
py

, которая тратится на чисты
е инвестиции), тогда 

py
I




. С
ледователь-

но 
y

k p
y


 

. Е
сли ввести обозначение 

k p
m




, где m
=

const , то уравне-

ние приним
ает вид 

m
y

y
 

.                                                (1.34) 

П
олученное диф

ф
еренциальное уравнение является уравнением

 по-
казательного роста (см

. раздел 1.3.4), его общ
ее реш

ение им
еет вид, анало-

гичны
й (1.11): 

m
t

C
e

y


.                                                (1.35) 

 
П
усть задано начальное условие 




0
0

y
t

y


, тогда из (1.35) находим
 

значение 
0

0
m

t
e

y
C




, частное реш
ение им

еет вид 


0

0
t

t
m

e
y

y



.                                             (1.36) 

 
У
равнение (1.36) назы

вается уравнением
 ест

ест
венного рост

а. С
 его 

пом
ощ

ью
 описы

вается динам
ика роста цен при постоянном

 тем
пе инф

ля-
ции. Э

ту м
одель лучш

е всего прим
енять для исследования начальны

х эта-
пов развития эконом

ической систем
ы

 в течение ограниченного пром
еж

ут-
ка врем

ени, так как с течением
 врем

ени y м
ож

ет неограниченно возрастать 
по показательном

у закону, что не м
ож

ет не сказаться на изм
енении цены

 
(в м

одели она считалась постоянной). 
 

1.7.2. Л
о
ги
ч
ески

й
 р
о
ст

 
  

П
редполож

им
, что с увеличением

 вы
пуска продукции будет проис-

ходить насы
щ
ение ры

нка, тогда цена будет падать. В
 этом

 случае 

y

p
p


  

убы
ваю

щ
ая ф

ункция, т.е. 
0


dy dp

. Т
огда уравнение (1.34) приним

ает вид 


y

y
m

p
y
 

,                                            (1.37) 
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систем
ы

 будет определитель В
ронского 

0
)

...,
,

,
(

2
1


n

y
y

y
W

, следователь-

но, систем
а (2.29) им

еет единственное реш
ение: 

)
(x

C
i

i


 
, 

n
i

,1


. И
нтег-

рируя эти равенства (так как это диф
ф
еренциальны

е уравнения с разде-
ляю

щ
им

ися перем
енны

м
и), получим

: 



dx

x
x

C
i

i
)

(
)

(


. Т
ак как м

ы
 нахо-

дим
 частное реш

ение, то постоянны
е интегрирования здесь будем

 считать 
равны

м
и нулю

. 

3) Н
айденны

е ф
ункции подставить в (2.28) и записать окончатель-

ны
й вид частного реш

ения 
ч.н

y
 линейного неоднородного диф

ф
еренци-

ального уравнения. 

П
р
и
м
е
р
 2.10. Р

еш
ить уравнение: 

x
y

y
3

cos 1


 
. 

Δ
  Д

анное уравнение является линейны
м

 неоднородны
м

 диф
ф
ерен-

циальны
м

 уравнением
 второго порядка с постоянны

м
и коэф

ф
ициентам

и. 
Е
го общ

ее реш
ение будем

 искать в виде: 
ч.н

о.о
о.н

y
y

y



. 

1) 
С
оставим

 
однородное 

уравнение, 
соответствую

щ
ее 

исходном
у: 

0


 
y

y
. Е

го характеристическое уравнение 
0

1
2




k
 им

еет ком
плекс-

но-сопряж
енны

е корни 
i

k


1
 и 

i
k




2
, которы

м
 соответствует ф

ундам
ен-

тальная 
систем

а 
реш

ений: 
x

y
cos

1


, 
x

y
sin

2


. 
С
ледовательно, 

общ
ее 

реш
ение однородного уравнения им

еет вид 

x
C

x
C

y
sin

cos
2

1
о.о




. 

2) Т
еперь найдем

 частное реш
ение линейного неоднородного урав-

нения м
етодом

 вариации произвольны
х постоянны

х, т.е. реш
ение будем

 
искать в виде 

x
x

C
x

x
C

y
sin

)
(

cos
)

(
2

1
ч.н




. 

Н
еизвестны

е ф
ункции C

1 (x) и C
2 (x) найдем

 из систем
ы

 уравнений 
(2.29), которая при 

2


n
 им

еет вид 













  





 








),
( ,0

2
2

1
1

2
2

1
1

x
f

y
x

C
y

x
C

y
x

C
y

x
C

  
    















.
cos 1

cos
sin

,0
sin

cos

3
2

1

2
1

x
x

C
x

C

x
C

x
С

 

Р
азделим

 
первое 

уравнение 
систем

ы
 
на 

0
cos


x

, 
а 
второе 

– 
на 

0
sin


x

. С
лож

ив полученны
е уравнения, находим

: 
x

C
2

2
cos 1




, тогда из 

первого уравнения систем
ы

 
x x

C
3

1
cos sin


 
. И

нтегрируя полученны
е диф

ф
е-

ренцированны
е уравнения первого порядка, им

еем
: 
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4)
 з
ап
ис
ат
ь 
об
щ
ее

 р
еш

ен
ие

 л
ин
ей
но
го

 н
ео
дн
ор
од
но
го

 д
иф

ф
ер
ен
ци

-
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 
пр
и 
по
м
ощ

и 
со
от
но
ш
ен
ия

 (
2.

25
),

 т
.е

. 
сл
ож

ит
ь 
ф
ун
кц
ии

 

о.
о

y
 и

 
ч.
н

y
: 

ч.
н

о.
о

о.
н

y
y

y



. 

 О
сн
ов
но
й 
тр
уд
но
ст
ью

 р
еш

ен
ия

 л
ин
ей
но
го

 н
ео
дн
ор
од
но
го

 д
иф

ф
ер
ен

-
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 
яв
ля
ет
ся

 н
ах
ож

де
ни
е 
ф
ун
да
м
ен
та
ль
но
й 
си
ст
ем
ы

 р
е-

ш
ен
ий

 л
ин
ей
но
го

 о
дн
ор
од
но
го

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я,

 т
ак

 к
ак

 н
е 

су
щ
ес
тв
уе
т 
об
щ
ег
о 
м
ет
од
а 
на
хо
ж
де
ни
я 
ре
ш
ен
ия

 л
ин
ей
но
го

 о
дн
ор
од
но
го

 
ур
ав
не
ни
я 

(2
.2

4)
 (
ис
кл
ю
че
ни
е 
со
ст
ав
ля
ет

 с
лу
ча
й 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав

-
не
ни
я 
с 
по
ст
оя
нн
ы
м
и 
ко
эф
ф
иц
ие
нт
ам
и)

. 
 

2.
5.

2.
 М
ет

о
д

 в
ар
и
ац

и
и

 п
р
о
и
зв
о
л
ь
н
ы
х 
п
о
ст

о
я
н
н
ы
х 

 
М
ет
од

 в
ар
иа
ци
и 
пр
ои
зв
ол
ьн
ы
х 
по
ст
оя
нн
ы
х 

(м
ет
од

 Л
аг
ра
нж

а)
 н
ах
о-

ж
де
ни
я 
ча
ст
но
го

 р
еш

ен
ия

 л
ин
ей
но
го

 н
ео
дн
ор
од
но
го

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 

ур
ав
не
ни
я 
со
ст
ои
т 
из

 с
ле
ду
ю
щ
их

 ш
аг
ов

: 

1)
 
П
ус
ть

 
на
йд
ен
о 

об
щ
ее

 
ре
ш
ен
ие

 
со
от
ве
тс
тв
ую

щ
ег
о 

ли
не
йн
ог
о 

 
од
но
ро
дн
ог
о 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 

n
n
y

C
y

C
y

C
y







...
2

2
1

1
о.
о

. 
В
ар
ьи
ру
я 
пр
ои
зв
ол
ьн
ы
е 
по
ст
оя
нн
ы
е 
в 
об
щ
ем

 р
еш

ен
ии

 о
дн
ор
од
но
го

 
ур
ав
не
ни
я,

 з
ап
ис
ат
ь 
ст
ру
кт
ур
у 
ча
ст
но
го

 р
еш

ен
ия

 л
ин
ей
но
го

 н
ео
дн
ор
од
но

-
го

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я:

 

 








n i
i

i
n

n
y

x
C

y
x

C
y

x
C

y
x

C
y

1
2

2
1

1
ч.
н

)
(

)
(

...
)

(
)

(
,  

   
   

   
   

(2
.2

8)
 

гд
е 

)
(

...
,

),
(

),
(

2
1

x
C

x
C

x
C

n
 

 н
ов
ы
е 
не
из
ве
ст
ны

е 
ф
ун
кц
ии

. 

2)
 В
ве
де
нн
ы
е 
ф
ун
кц
ии

 
)

(x
C

i
, 

n
i

,1


, о
пр
ед
ел
ит
ь 
из

 с
ис
те
м
ы

 




























  









































).

(

,0,0

)1
(

)1
( 2

2
)1

( 1
1

2
2

1
1

2
2

1
1

x
f

y
x

C
y

x
C

y
x

C

y
x

C
y

x
C

y
x

C

y
x

C
y

x
C

y
x

C

n n
n

n
n

n
n

n
n 









   
   

 (
2.

29
) 

Д
ан
на
я 

си
ст
ем
а 

ур
ав
не
ни
й 

по
лу
ча
ет
ся

 
пр
и 

по
дс
та
но
вк
е 

 


n i
i

i
y

x
C

y
1

ч.
н

)
(

 в
 л
ин
ей
но
е 
не
од
но
ро
дн
ое

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 

(2
.2

3)
. 
С
ис
те
м
а 

(2
.2

9)
 
яв
ля
ет
ся

 
си
ст
ем
ой

 
n

 
ли
не
йн
ы
х 
ал
ге
бр
аи
че
ск
их

 
ур
ав
не
ни
й 
от
но
си
те
ль
но

 
n

 
не
из
ве
ст
ны

х 
)

(x
C

i
, 

n
i

,1


. 
О
пр
ед
ел
ит
ел
ем

 

  
39

гд
е 

k
m




. 
Э
то

 
ур
ав
не
ни
е 
яв
ля
ет
ся

 
ав
то
но
м
ны

м
 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ы
м

 
ур
ав
не
ни
ем

. 
Т
ак

 к
ак

 
0


m

, 
0


p

, 
0


y

, 
то

 ф
ун
кц
ия

 
 ty

 -
 в
оз
ра
ст
аю

щ
ая

 


 0
 y

. 
 

Р
ас
см
от
ри
м

 л
ин
ей
ны

й 
сл
уч
ай

 з
ав
ис
им

ос
ти

 ц
ен
ы

 о
т 
вы

пу
ск
а 
пр
од
ук

-
ци
и.

 П
ре
дп
ол
ож

им
, 
чт
о 




ay
b

y
p




, 
гд
е 

0


a
, 

0


b
. 
Т
ог
да

 у
ра
вн
ен
ие

 
(1

.3
7)

 п
ри
ни
м
ае
т 
ви
д 


 y

ay
b

m
y




.  
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

 (
1.

38
) 

И
з 
ур
ав
не
ни
я 

(1
.3

8)
 в
ид
но

, ч
то

 
0

 y
 в

 д
ву
х 
сл
уч
ая
х:

 
0


y

 и
ли

a
b

y


. 
 

У
ра
вн
ен
ие

 (
1.

38
) 

– 
эт
о 
ав
то
но
м
но
е 
ур
ав
не
ни
е.

 Р
аз
де
ли
м

 п
ер
ем
ен
ны

е 
 

в 
ур
ав
не
ни
и 
и 
пр
ои
нт
ег
ри
ру
м

 е
го

: 


 y

ay
b

m
dtdy




  


  



m

dt
y

ay
b

dy



  


  
m

dt
ay

b

a

y
bdy

  
 




1
  


 





 

 



m

bd
t

dy
ay

b

a

y1
  


  












dt

m
b

ay
b

ay
b

d

ydy
  


 

C
m

bt
ay

b
y

ln
ln

ln






  


  
m

bt
C

e
ay

b

y



  


  
m

bt

m
bt

C
ae

C
be

y



1

. 

 
И
нт
ег
ра
ль
на
я 
кр
ив
ая

 
ур
ав
не
ни
я 

(1
.3

8)
 
на
зы
ва
ет
ся

 
ло
ги
ст
ич
ес
ко
й 

кр
ив
ой

. 
И
з 
ур
ав
не
ни
я 
кр
ив
ой

 в
ид
но

, 
чт
о 
пр
и 
м
ал
ы
х 

t 
ло
ги
ст
ич
ес
ки
й 
ро
ст

 
по
хо
ж

 н
а 
ес
те
ст
ве
нн
ы
й 
ро
ст

: 
ин
те
нс
ив
но
ст
ь 
вы

пу
ск
а 
пр
од
ук
ци
и 
во
зр
ас
та

-
ет

 п
о 
эк
сп
он
ен
ци
ал
ьн
ом

у 
за
ко
ну

. 
О
дн
ак
о 
пр
и 
бо
ль
ш
их

 t
 х
ар
ак
те
р 
ро
ст
а 

м
ен
яе
тс
я:

 т
ем
пы

 р
ос
та

 з
ам
ед
ля
ю
тс
я,

 к
ри
ва
я 
ас
им

пт
от
ич
ес
ки

 п
ри
бл
иж

ае
тс
я 

к 
пр
ям
ой

 
ab

y


, 
та
к 
ка
к 

ab

C
ae

C
be

m
bt

m
bt

t






1

li
m

. 
Э
та

 п
ря
м
ая

 я
вл
яе
тс
я 
ст
ац
ио

-

на
рн
ы
м

 р
еш

ен
ие
м

 у
ра
вн
ен
ия

 (
1.

38
) 
и 
со
от
ве
тс
тв
уе
т 
сл
уч
аю

 



0


y
p

. 
 

1.
7.

3.
 Н
ео
кл
ас
си
ч
ес
ка
я

 м
о
д
ел

ь
 р
о
ст

а 
  

П
ус
ть

 



L

K
F

Y
,


 

 н
ац
ио
на
ль
ны

й 
до
хо
д,

 г
де

 K
 

 о
бъ
ем

 к
ап
ит
ал
о-

вл
ож

ен
ий

 
(ф
он
до
в)

; 
L

 
 

ве
ли
чи
на

 
за
тр
ат

 
тр
уд
а;

 



L

K
F

,
 
 

ли
не
йн
о-

од
но
ро
дн
ая

 п
ро
из
во
дс
тв
ен
на
я 
ф
ун
кц
ия

: 



tL

tK
F

,
 =

 



L

K
tF

,
. 
О
бо
зн
ач
им

 
че
ре
з 




k
f

 п
ро
из
во
ди
те
ль
но
ст
ь 
тр
уд
а 








 1,

1,
,

k
F

LK
F

L

L
K

F
k

f
  

 



, 

гд
е 

L
K

k


 
 с
ре
дн
яя

 ф
он
до
во
ор
уж

ен
но
ст
ь.

 П
ро
из
во
дс
тв
ен
на
я 
ф
ун
кц
ия

 
на
зы
ва
ет
ся

 н
ео
кл
ас
си
че
ск
ой

, е
сл
и 




0


 kf
, 




0



k

f
. 
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У
гловой коэф

ф
ициент касательной к кривой y =

 (x) в точке M
(x, y) 

вы
раж

ается с пом
ощ

ью
 производной: 




tg
dx dy

, где 
 =

 
B

A
К

. С
 другой 

стороны
, так как 

B
A

O
tg

tg






  и  

O
A

O
B

B
A

O
tg




, 

то 

x y

x y

O
A

O
B

tg











2 2
. 

С
ледовательно, 

x y

dx dy



. 

В
 результате рассуж

дений получили диф
ф
еренциальное уравнение с 

разделяю
щ
им
ися перем

енны
м
и . Р

азделим
 перем

енны
е  

x dx

y dy



,  интег-

рируем
: 








С

x dx

y dy
ln

  
  

С
x

y
ln

ln
ln




  
  

С
yx


. 

Т
ак как кривая долж

на проходить через точку M
0 (1, 4), то, подстав-

ляя её координаты
 в данное уравнение, находим

: 14 =
 С

; откуда С
 =

 4. Т
а-

ким
 образом

, иском
ая кривая определяется уравнением

 
4


xy

.  ▲
 

П
р
и
м
е
р
 1.16. Л

одка зам
едляет свое движ

ение под действием
 со-

противления воды
, которое пропорционально скорости лодки. Н

ачальная 
скорость лодки 1,5 м

/с, через 4 с скорость ее 1 м
/с. Н

айти скорость движ
е-

ния лодки через 12 с после начала движ
ения. 

Δ
  С

огласно втором
у закону динам

ики, диф
ф
еренциальное уравне-

ние движ
ения им

еет вид 

.
kv

dt

dv
m




 

Э
то диф

ф
еренциальное уравнение с разделяю

щ
им

ися перем
енны

м
и. У

рав-
нение такж

е м
ож

но отнести к уравнениям
 показательного роста. Р

азделяя 
перем

енны
е, получим

: 

,
dt

m k

v dv



 

интегрируем
:  

С
m k

v dv





  
  

С
t

m k
v

ln
ln





  

  
.

/m
kt

С
e

v



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Ч
тобы

 
упростить 

вы
числение 

определителя, 
от 

элем
ентов 

второй 
строки 

вы
чтем

 
соответствую

щ
ие 

элем
енты

 
первой 

строки, 
из 

третьей 
строки вы

несем
 общ

ий м
нож

итель 2. Д
алее от элем

ентов третьей строки 
вы

чтем
 соответствую

щ
ие элем

енты
 второй строки и разлож

им
 определи-

тель по элем
ентам

 третьей строки: 






 


0
0

1

cos
sin

1

sin
cos

1

2

cos
sin

2

cos
sin

1

sin
cos

1

2
4

4
x

x

x
x

e

x
x

x
x

x
x

e
W

x
x

 

 







0
2

sin
cos

2
cos

sin

sin
cos

1
2

4
2

2
4

1
3

4












x

x
x

e
x

x
e

x
x

x
x

e
. 

Т
ак как определитель В

ронского 



R

x
y

y
y

W





0
,

,
3

2
1

, то по 
теорем

е 1 частны
е реш

ения уравнения: 
x

e
y

2
1


, 
x

e
y

x
cos

2


 и 
x

e
y

x
sin

3


 

линейно 
независим

ы
е 
и 
образую

т 
ф
ундам

ентальную
 
систем

у 
реш

ений. 
П
оэтом

у общ
ее реш

ение диф
ф
еренциального уравнения им

еет вид 


x

C
x

C
e

e
C

y
x

x
sin

cos
3

3
2

1





.  ▲
 

П
р
и
м
е
р
 2.9. Н

айти частное реш
ение уравнения  




0
4

5
 




y
y

, удов-
летворяю

щ
ее начальны

м
 условиям

 

















32

0
,8

0
,0

0
,1

0
,1

0
4













y
y

y
y

y
. 

Δ
 Д
анное уравнение является линейны

м
 однородны

м
 диф

ф
еренци-

альны
м

 уравнением
 пятого порядка с постоянны

м
и коэф

ф
ициентам

и. 

С
оставим

 характеристическое уравнение и найдем
 его корни: 

0
4

3
5




k
k

  
  

0
)4

(
2

3



k

k
, 

откуда 
0

3


k
 или 

0
4

2



k

. В
 результате получим

 корни: 

0
3

2
1





k

k
k

, 
i

k
2

4
5,

4








. 

Д
ействительном

у корню
 

0


k
 кратности 

3


r
 характеристического 

уравнения соответствует совокупность линейно независим
ы
х реш

ений: 

1
0

1



x

e
y

,    
x

xe
y

x



0

2
,    

2
0

2
3

x
e

x
y

x



, 

а паре ком
плексно-сопряж

енны
х корней 

i
k

2
4


 и 
i

k
2

5



 (действитель-

ная часть 
0




 и м
ним

ая часть 
2




) соответствую
т реш

ения 

x
x

e
y

x
2

cos
2

cos
0

4



,    

x
x

e
y

x
2

sin
2

sin
0

5



. 
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Д
ок
аж

ем
 с
на
ча
ла

, 
чт
о 
ф
ун
кц
ия

 
ч.
н

о.
о

о.
н

y
y

y



 е
ст
ь 
не
ко
то
ро
е 
ре

-
ш
ен
ие

 
ли
не
йн
ог
о 
не
од
но
ро
дн
ог
о 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 

(2
.2

3)
. 

Д
ля

 э
то
го

 п
од
ст
ав
им

 ф
ун
кц
ию

 
ч.
н

о.
о

y
y


 в

 у
ра
вн
ен
ие

 (
2.

23
) 
вм
ес
то

 ф
ун
к-

ци
и 

y
: 

)
(

)
(

...
)

(
)

(
ч.
н

о.
о

)1
(

ч.
н

о.
о

1
)

(
ч.
н

о.
о

0
x

f
y

y
a

y
y

a
y

y
a

n
n

n












 

ил
и 






)

(
...

...
ч.
н

)1
( ч.
н

1
)

( ч.
н

0
o.

o
)1

( o.
o

1
)

( o.
o

0
x

f
y

a
y

a
y

a
y

a
y

a
y

a
n

n
n

n
n

n















. 

Т
ак

 к
ак

 
o.

o
y

 –
 о
бщ

ее
 р
еш

ен
ие

 у
ра
вн
ен
ия

 (
2.

24
),

 т
о 

0
...

o.
o

)1
( o.

o
1

)
( o.

o
0








y

a
y

a
y

a
n

n
n

. 

Т
ак

 к
ак

 
ч.
н

y
 –

 ч
ас
тн
ое

 р
еш

ен
ие

 у
ра
вн
ен
ия

 (
2.

23
),

 т
о 

)
(

...
ч.
н

)1
( ч.
н

1
)

( ч.
н

0
x

f
y

a
y

a
y

a
n

n
n








. 

Т
ак
им

 о
бр
аз
ом

, 
ф
ун
кц
ия

 
ч.
н

о.
о

y
y


 о
бр
ащ

ае
т 
ур
ав
не
ни
е 

(2
.2

3)
 в

 т
о-

ж
де
ст
во

: 
)

(
)

(
x

f
x

f


, т
.е

. я
вл
яе
тс
я 
ре
ш
ен
ие
м

 э
то
го

 у
ра
вн
ен
ия

. 
П
ок
аж

ем
 
те
пе
рь

, 
чт
о 
ф
ун
кц
ия

 
(2

.2
6)

 
яв
ля
ет
ся

 
об
щ
им

 
ре
ш
ен
ие
м

 
ур
ав
не
ни
я 

(2
.2

3)
, т

.е
. д
ок
аж

ем
, ч
то

 в
хо
дя
щ
ие

 в
 (

2.
26

) 
пр
ои
зв
ол
ьн
ы
е 
по
ст
о-

ян
ны

е 
м
ож

но
 п
од
об
ра
ть

 т
ак

, ч
то
бы

 у
до
вл
ет
во
ря
ли
сь

 н
ач
ал
ьн
ы
е 
ус
ло
ви
я:

 

0
0
)

(
y

x
y


,  

 
0

0
)

(
y

x
y





,  

 …
,  

 
)1

( 0
0

)1
(

)
(





n

n
y

x
y

.  
   

   
  (

2.
27

) 

Н
а 
ос
но
ва
ни
и 
ус
ло
ви
й 

(2
.2

7)
 и

 (
2.

26
) 
бу
де
м

 и
м
ет
ь:

 

)
(

)
(

)
(

)
(

)
(

0
ч.
н

0
0

2
2

0
1

1
0

x
y

x
y

C
x

y
C

x
y

C
x

y
n

n









, )

(
)

(
)

(
)

(
)

(
0

ч.
н

0
0

2
2

0
1

1
0

x
y

x
y

C
x

y
C

x
y

C
x

y
n

n

















, 












 

)
(

)
(

)
(

)
(

)
(

0
)1

( ч.
н

0
)1

(
0

)1
( 2

2
0

)1
( 1

1
0

)1
(

x
y

x
y

C
x

y
C

x
y

C
x

y
n

n n
n

n
n

n

















. 

П
ол
уч
ил
и 
си
ст
ем
у 
из

 n
 л
ин
ей
ны

х 
ал
ге
бр
аи
че
ск
их

 у
ра
вн
ен
ий

 о
тн
о-

си
те
ль
но

 n
 н
еи
зв
ес
тн
ы
х 

n
C

C
C

...
,

,
,

2
1

: 





































  







































.

,,

0
)1

( ч.
н

)1
( 0

0
)1

(
0

)1
( 2

2
0

)1
( 1

1

0
ч.
н

0
0

0
2

2
0

1
1

0
ч.
н

0
0

0
2

2
0

1
1

x
y

y
x

y
C

x
y

C
x

y
C

x
y

y
x

y
C

x
y

C
x

y
C

x
y

y
x

y
C

x
y

C
x

y
C

n
n

n n
n

n
n

n
n

n
n 















 

О
пр
ед
ел
ит
ел
ь 
эт
ой

 с
ис
те
м
ы

 е
ст
ь 
оп
ре
де
ли
те
ль

 В
ро
нс
ко
го

 д
ля

 ф
ун
кц
ий

 

ny
y

y
...

,
,

,
2

1
 в

 т
оч
ке

 
0x

x


. 
Т
ак

 к
ак

 ф
ун
кц
ии

 
ny

y
y

...
,

,
,

2
1

 о
бр
аз
ую

т 
ф
ун

-
да
м
ен
та
ль
ну
ю

 с
ис
те
м
у 
ре
ш
ен
ий

 л
ин
ей
но
го

 о
дн
ор
од
но
го

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ь-
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ля
ю
щ
ие

 п
ок
аз
ан
ы

 в
о 
вт
ор
ом

 у
ра
вн
ен
ии

. 
Н
ак
он
ец

, 
ра
зм
ер

 и
нв
ес
ти
ци
й 
не

 
м
ож

ет
 б
ы
ть

 п
ро
из
во
ль
ны

м
: 
он

 о
пр
ед
ел
яе
тс
я 
пр
ои
зв
ед
ен
ие
м

 н
ор
м
ы

 а
кс
ел
е-

ра
ци
и,

 в
ел
ич
ин
а 
ко
то
ро
й 
ха
ра
кт
ер
из
уе
тс
я 
ур
ов
не
м

 т
ех
но
ло
ги
й 
и 
ин
ф
ра

-
ст
ру
кт
ур
ы

 д
ан
но
го

 г
ос
уд
ар
ст
ва

, 
на

 о
пр
ед
ел
ен
ны

й 
на
ци
он
ал
ьн
ы
й 
до
хо
д.

 
Т
ак
им

 о
бр
аз
ом

, 
м
ас
ш
та
бы

 и
нв
ес
ти
ро
ва
ни
я 
пр
ям
о 
пр
оп
ор
ци
он
ал
ьн
ы

 п
ри

-
ро
ст
у 
на
ци
он
ал
ьн
ог
о 
до
хо
да

. Э
то

 п
ре
дп
ол
ож

ен
ие

 н
ос
ит

 н
аз
ва
ни
е  
пр
ин
ци
па

 
ак
се
ле
ра
ци
и.

 

 
Б
уд
ем

 п
ол
аг
ат
ь,

 ч
то

 ф
ун
кц
ии

 a
(t

),
 b

(t
),

 k
(t

),
 и

 E
(t

) 
за
да
ны

 –
 о
ни

 я
вл
я-

ю
тс
я 
ха
ра
кт
ер
ис
ти
ка
м
и 
ф
ун
кц
ио
ни
ро
ва
ни
я 
и 
эв
ол
ю
ци
и 
да
нн
ог
о 
го
су
да
р-

ст
ва

. Т
ре
бу
ет
ся

 н
ай
ти

 д
ин
ам
ик
у 
на
ци
он
ал
ьн
ог
о 
до
хо
да

 и
ли

 Y
 к
ак

 ф
ун
кц
ию

 
вр
ем
ен
и 

t. 
 

П
од
ст
ав
им

 в
ы
ра
ж
ен
ие

 д
ля

 S
(t

) 
из

 в
то
ро
го

 у
ра
вн
ен
ия

 и
 I

(t
) 
из

 т
ре
ть
е-

го
 у
ра
вн
ен
ия

 с
ис
те
м
ы

 (
1.

39
) 
в 
пе
рв
ое

 у
ра
вн
ен
ие

. П
ос
ле

 п
ри
ве
де
ни
я 
по
до
б-

ны
х 
по
лу
ча
ем

 л
ин
ей
но
е 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 п
ер
во
го

 п
ор
яд
ка

 д
ля

 
ф
ун
кц
ии

 Y
(t

):
 


 





 tk

t
E

t
b

t
Y

t
kt

a
t

Y









1

.  
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
(1

.4
0)

 

И
сп
ол
ьз
уя

 ф
ор
м
ул
у 
об
щ
ег
о 
ре
ш
ен
ия

 (
1.

22
),

 м
ож

ем
 з
ап
ис
ат
ь:

 







 
 









 

 








dt
t

kt
a

dt
t

kt
a

e
C

dt
e

t
k

t
E

t
b

t
Y

1
1

. 

 
П
ре
дп
ол
ож

им
, 
чт
о 
ос
но
вн
ы
е 
па
ра
м
ет
ры

 a
, 

b,
 k

 у
ра
вн
ен
ия

 (
1.

40
) 
яв

-
ля
ю
тс
я 
по
ст
оя
нн
ы
м
и 
чи
сл
ам
и.

 И
нт
ег
ри
ру
я,

 п
ол
уч
им

: 




 

 






 

 

























dt
ka

dt
ka

dt
ka

dt
ka

e
C

dt
e

k

E
b

e
C

dt
e

k

E
b

t
Y

1
1

1
1

 
 

 
  

 








 

 



















t
ka

t
ka

t
ka

t
ka

e
C

t
k

a
d

e
a

k

k

E
b

e
C

dt
e

k

E
b

1
1

1
1

1

1
 

t
ka

t
ka

t
ka

C
e

aE
b

e
C

e
a

E
b











 

 






1

1
1

1
1

. 

 
Ч
ас
тн
ое

 
ре
ш
ен
ие

 
ур
ав
не
ни
я 

aE
b

Y
p




1
 
на
зы
ва
ет
ся

 
ра
вн
ов
ес
ны
м

  

ре
ш
ен
ие
м

 (
в 
эт
ом

 с
лу
ча
е 


0


 t

Y
).

 
 



 

 
42

1.8. С
о
с
тав

л
ен
и
е

 д
и
ф
ф
ер

ен
ц
и
ал

ь
н
ы
х ур

ав
н
ен
и
й

 
 

М
ногие задачи ф

изики, техники, биологии и эконом
ических наук 

реш
аю

тся при пом
ощ

и диф
ф
еренциальны

х уравнений. П
ри этом

 сначала 
составляется диф

ф
еренциальное уравнение, которое затем

 реш
ается опре-

деленны
м

 м
етодом

 в зависим
ости от его типа. С

оставление диф
ф
еренци-

альны
х уравнений по условию

 задачи напом
инает составление алгебраиче-

ских уравнений, при этом
 ш

ироко использую
тся геом

етрический и ф
изи-

ческий см
ы
слы

 производной, а такж
е известны

е законы
 естественны

х и 
эконом

ических наук. 
Р
ассм

отрим
 некоторы

е задачи, приводящ
ие к реш

ению
 обы

кновен-
ны

х диф
ф
еренциальны

х уравнений. 

 
П
р
и
м
е
р
 1.13. Н

айти ф
ункцию

, им
ею

щ
ую

 постоянную
 эластичность k

. 

 
Δ

 И
ском

ую
 ф
ункцию

 обозначим
 


x

y
y


. С
ледует вспом

нить, что 

эластичность 
y

E
  это коэф

ф
ициент пропорциональности м

еж
ду относи-

тельны
м
и изм

енениям
и величин 

y
 и 

x
. Э

ластичность вы
раж

ается через 

производную
 ф
ункцию

: 
y

y x
E

y



. Т
огда по условию

 задачи им
еем

: 

k
y

y x
 

  
  

k
dx dy

y x


. 

В
 результате получили диф

ф
еренциальное уравнение с разделяю

щ
и-

м
ися перем

енны
м
и. Р

азделяя перем
енны

е (при естественном
 предполож

е-
нии 

0


x
) и интегрируя, получим

: 

x dx
k

y dy


  
  

C
x

k
y

ln
ln

ln



  

  
k

x
C

y


. ▲
 

 
П
р
и
м
е
р
 
1.14. С

корость обесценивания оборудования вследствие 
его износа в данны

й м
ом

ент врем
ени пропорциональна его ф

актической 
стоим

ости. Н
ачальная стоим

ость оборудования равна 1000 р. К
акова будет 

его стоим
ость через 10 лет, если через 1 год она составляла 900 р.? 

 
Δ

 П
усть стоим

ость оборудования в м
ом

ент врем
ени t равна y. С

о-
гласно ф

изическом
у см

ы
слу производной, y – это скорость обесценивания 

оборудования вследствие его износа в данны
й м

ом
ент врем

ени. И
з условия 

задачи им
еем

 
y

k
y


 

,                                                 (1.41) 
где 

0


k
. 

У
равнение (1.41) является диф

ф
еренциальны

м
 уравнением

 показа-
т
ельного рост

а (это частны
й случай автоном

ного уравнения). Знак м
инус 
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2.5. Л
и
н
ей

н
ы
е н

ео
д
н
о
р
о
д
н
ы
е д

и
ф
ф
ер

ен
ц
и
ал

ь
н
ы
е 

ур
ав

н
ен
и
я

 n
-го

 п
о
р
я
д
ка

 
 

2.5.1. С
т
р
укт

ур
а

 о
б
щ
его

 р
еш

ен
и
я

 л
и
н
ей
н
о
го

 н
ео
д
н
о
р
о
д
н
о
го

  
д
и
ф
ф
ер
ен
ц
и
ал

ь
н
о
го

 ур
ав
н
ен
и
я

 n
-го

 п
о
р
я
д
ка 

 
О
п
р
е
д
е
л
е
н
и
е
. Л
инейны

м
 неоднородны

м
 диф

ф
еренциальны

м
 урав-

нением
 n-го порядка назы

вается уравнение вида 

)
(

)
(

)
(

...
)

(
1

)1
(

1
)

(
x

f
y

x
a

y
x

a
y

x
a

y
n

n
n

n


 








,            (2.23) 

где 
1


n

, 
N

n


; 
)

,1
(

)
(

n
i

x
a

i


, 
)

(x
f

 – заданны
е ф

ункции перем
енной x

, 
определенны

е и непреры
вны

е на некотором
 пром

еж
утке 

)
,

(
b

a
. Ф

ункция 
)

( x
f

 
назы

вается правой част
ью

 уравнения (2.23), поэтом
у это уравнение такж

е на-
зы
ваю

т линейны
м

 диф
ф
еренциальны

м
 уравнением

 n-го порядка с правой  
частью

. Ф
ункции 

)
,1

(
)

(
n

i
x

a
i


 назы

ваю
тся коэф

ф
ициент

ам
и диф

ф
еренци-

ального уравнения (2.23). Е
сли все коэф

ф
ициенты

 уравнения – действитель-
ны

е числа, то уравнение (2.23) назы
вается линейны

м
 неоднородны

м
 диф

ф
е-

ренциальны
м

 уравнением
 n-го порядка с пост

оянны
м
и коэф

ф
ициент

ам
и. 

Е
сли правая часть диф

ф
еренциального уравнения (2.23) равна нулю

, 
то уравнение 

0
)

(
)

(
...

)
(

1
)1

(
1

)
(


 








y

x
a

y
x

a
y

x
a

y
n

n
n

n
                (2.24) 

назы
ваю

т линейны
м

 однородны
м

 диф
ф
еренциальны

м
 уравнением

, соот-
ветствую

щ
им

 
неоднородном

у 
уравнению

 
(2.23). 

Р
еш

ение 
однородны

х 
уравнений (2.24) рассм

отрено в подразделах 2.3 и 2.4. 

Т
е
о
р
е
м
а (о ст

рукт
уре общ

его реш
ения линейного неоднородного 

диф
ф
еренциального уравнения n-го порядка). О

бщ
ее реш

ение линейного 
неоднородного диф

ф
еренциального уравнения (2.23) им

еет вид 

ч.н
о.о

о.н
y

y
y




,                                      (2.25) 

где 
о.о

y
 – общ

ее реш
ение соответствую

щ
его линейного однородного диф

-
ф
еренциального 

уравнения 
(2.24), 

ч.н
y

 
– 
какое-либо 

частное 
реш

ение  
линейного неоднородного диф

ф
еренциального уравнения (2.23). 

□
 И
сходя из структуры

 (2.14) общ
его реш

ения линейного однород-
ного диф

ф
еренциального уравнения n-го порядка, общ

ее реш
ение (2.25) 

неоднородного уравнения, м
ож

но записать в другой ф
орм

е: 

ч.н
2

2
1

1
о.н

...
y

y
C

y
C

y
C

y
n

n








,                     (2.26) 

где 
n

y
y

y
...,

,
,

2
1

 – ф
ундам

ентальная систем
а реш

ений линейного однород-
ного диф

ф
еренциального уравнения (2.24) на пром

еж
утке 

b
a,

. 
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Т
ак
им

 о
бр
аз
ом

, о
бщ

ее
 р
еш

ен
ие

 и
сх
од
но
го

 у
ра
вн
ен
ия

 и
м
ее
т 
ви
д 

5
5

4
4

3
3

2
2

1
1

y
C

y
C

y
C

y
C

y
C

y








 
ил
и 

 
x

C
x

C
x

C
x

C
C

y
2

si
n

2
co

s
5

4
2

3
2

1








. 

Т
еп
ер
ь 
на
йд
ем

 р
еш

ен
ие

 з
ад
ач
и 
К
ош

и.
 Т
ак

 к
ак

 н
ач
ал
ьн
ы
е 
ус
ло
ви
я 

на
кл
ад
ы
ва
ю
тс
я 
на

 
ф
ун
кц
ию

 
и 

ее
 
пр
ои
зв
од
ны

е 
до

 
че
тв
ер
то
го

 
по
ря
дк
а 

вк
лю

чи
те
ль
но

, 
то

 п
ро
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ру
ем

 о
бщ

ее
 р
еш

ен
ие

 ч
ет
ы
ре

 р
аз
а 

(п
ри

-
ло
ж
ен
ие

 3
):

 

x
C

x
C

x
C

x
C

C
y

2
si

n
2

co
s

5
4

2
3

2
1








, 

x
C

x
C

x
C

C
y

2
co

s
2

2
si

n
2

2
5

4
3

2






, 

x
C

x
C

C
y

2
si

n
4

2
co

s
4

2
5

4
3





, 

x
C

x
C

y
2

co
s

8
2

si
n

8
5

4



, 




x
C

x
C

y
2

si
n

16
2

co
s

16
5

4
4




. 

Д
ал
ее

 в
ос
по
ль
зу
ем
ся

 у
сл
ов
ия
м
и:

 



32
,8

,0
,1

,1
4








y
y

y
y

y
 

пр
и 

0


x
; 
в 
ре
зу
ль
та
те

 п
ол
уч
им

 с
ис
те
м
у 
ли
не
йн
ы
х 
ал
ге
бр
аи
че
ск
их

 у
ра
в-

не
ни
й 

дл
я 

на
хо
ж
де
ни
я 

зн
ач
ен
ий

 
пр
ои
зв
ол
ьн
ы
х 

по
ст
оя
нн
ы
х 

5
4

3
2

1
,

,
,

,
C

C
C

C
C

: 

  































,0
si

n
16

0
co

s
16

32

,0
co

s
8

0
si

n
8

8

,0
si

n
4

0
co

s
4

2
0

,0
co

s
2

0
si

n
2

0
2

1

,0
si

n
0

co
s

0
0

1

5
4

5
4

5
4

3

5
4

3
2

5
4

3
2

1

C
C

C
C

C
C

C

C
C

C
C

C
C

C
C

C

  


  

  













.
32

16

,8
8

,0
4

2

,1
2

,1

454
3

5
2

4
1

CCC
C

C
C

C
C

 

И
з 
по
сл
ед
ни
х 
дв
ух

 у
ра
вн
ен
ий

 с
ис
те
м
ы

 н
ах
од
им

 
2

4


С
, 

1
5




С
. 

П
од
ст
ав
ля
я 
на
йд
ен
ны

е 
зн
ач
ен
ия

 в
 п
ер
вы

е 
тр
и 
ур
ав
не
ни
я 
си
ст
ем
ы

, 
по
лу

-
чи
м

 
1

1



С

, 
3

2


С
,

4
3


С
. 
Т
ак
им

 о
бр
аз
ом

, 
ча
ст
но
е 
ре
ш
ен
ие

 и
сх
од
но
го

 
ур
ав
не
ни
я 
им

ее
т 
ви
д 

x
x

x
x

y
2

si
n

2
co

s
2

4
3

1
2










.  
▲
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по
ка
зы
ва
ет

, 
чт
о 
ст
ои
м
ос
ть

 о
бо
ру
до
ва
ни
я 
уб
ы
ва
ет

, 
а,

 с
ле
до
ва
те
ль
но

, 
ск
о-

ро
ст
ь 
ег
о 
об
ес
це
ни
ва
ни
я 

y
 
от
ри
ца
те
ль
на

. 
С
ог
ла
сн
о 
об
щ
ем
у 
ре
ш
ен
ию

 
(1

.1
1)

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 
по
ка
за
те
ль
но
го

 р
ос
та

, 
об
щ
им

 р
еш

е-
ни
ем

 у
ра
вн
ен
ия

 (
1.

41
) 
бу
де
т 


tk

C
e

t
y




. 

П
ос
то
ян
ну
ю

 С
 н
ай
де
м

 и
з 
на
ча
ль
но
го

 у
сл
ов
ия

 



10
00

0


y
 р

.: 

0
10

00





k
C

e
, т

.е
. С

 =
 1

00
0.

 

И
та
к,

 с
то
им

ос
ть

 о
бо
ру
до
ва
ни
я 
на

 д
ан
ны

й 
м
ом

ен
т 
вр
ем
ен
и 
оп
ре
де
ля

-
ет
ся

 ф
ор
м
ул
ой

 


tk
e

t
y




10
00

.  
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

(1
.4

2)
 

Н
ай
де
м

 з
на
че
ни
е 
по
ст
оя
нн
ой

 
k


. 
Д
ля

 э
то
го

 в
ос
по
ль
зу
ем
ся

 у
сл
ов
и-

ем
, ч
то

 п
ри

 t 
=

 1
 г
од

 с
то
им

ос
ть

 о
бо
ру
до
ва
ни
я 

y 
=

 9
00

 р
.: 

1
10

00
90

0





k
e

  


  
109


k e

  


  
109

ln



k

. 

П
ол
ож

ив
 в

 р
ав
ен
ст
ве

 (
1.

42
) 

t 
=

 1
0 
ле
т 
и 

109


k e
, 
на
йд
ем

 и
ск
ом

ую
 

ст
ои
м
ос
ть

: 

7,
34

8
109

10
00

10


 

 


y
 р

. ▲
 

П
р
и
м
е
р
 1
.1
5.
 Н

ай
ти

 к
ри
ву
ю

, 
пр
ох
од
ящ

ую
 ч
ер
ез

 т
оч
ку

 M
0(

1,
 4

) 
и 

об
ла
да
ю
щ
ую

 т
ем

 с
во
йс
тв
ом

, ч
то

 о
тр
ез
ок

 л
ю
бо
й 
её

 к
ас
ат
ел
ьн
ой

, з
ак
лю

че
н-

ны
й 
м
еж

ду
 о
ся
м
и 
ко
ор
ди
на
т,

 д
ел
ит
ся

 п
оп
ол
ам

 в
 т
оч
ке

 к
ас
ан
ия

. 

Δ
  С

де
ла
ем

 ч
ер
те
ж

 (
ри
с.

 1
.3

).
 

П
ус
ть

 M
(x

, 
y)

 –
 п
ро
из
во
ль
на
я 
то
чк
а 

ис
ко
м
ой

 к
ри
во
й,

 A
B

 –
 о
тр
ез
ок

 к
ас
а-

те
ль
но
й 
к 
кр
ив
ой

 
в 
да
нн
ой

 
то
чк
е,

 
за
кл
ю
че
нн
ы
й 

м
еж

ду
 
ко
ор
ди
на
тн
ы

-
м
и 
ос
ям
и.

 П
о 
ус
ло
ви
ю

 з
ад
ач
и 

B
M

 =
 

=
 M

A
. 
Е
сл
и 

O
P

 –
 а
бс
ци
сс
а 
то
чк
и 

M
, 

то
 

A
M

P
 ~

 
A

B
O

 и
  

M
A

A
B

M
P

O
B

P
A

O
A




. 

Н
о 

2


M
A

A
B

, P
A

 =
 O

P
, п
оэ
то
м
у 

2



M

P

B
O

O
P

O
A

, 

т.
е.

 O
A

 =
 2

x,
 O

B
 =

 2
y.

 


 

0 

К
 

Р
А

 

В

М

y

x

N

Р
ис

. 1
.3
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2. Д
И
Ф
Ф
Е
Р
Е
Н
Ц
И
А
Л
Ь
Н
Ы
Е

 У
Р
А
В
Н
Е
Н
И
Я

 В
Ы
С
Ш
И
Х

 П
О
Р
Я
Д
К
О
В

 
 

2.1. О
сн
о
в
н
ы
е о

п
р
ед

ел
ен
и
я

 и
 п
о
н
я
ти
я

 
 

К
 диф

ф
еренциальны

м
 уравнениям

 вы
сш

их порядков относятся урав-
нения второго, третьего, четвертого и более порядков. Т

акой класс уравне-
ний назы

ваю
т диф

ф
еренциальны

м
и уравнениям

и n
-го порядка. Д

ля этих 
уравнений такж

е м
ож

но говорить о совокупности всех реш
ений, об их ча-

стны
х и общ

их интегралах, об интегральны
х кривы

х. 

О
п
р
е
д
е
л
е
н
и
е
. Д
иф
ф
еренциальны

м
 уравнением

 n-го порядка назы
-

вается уравнение, содерж
ащ

ее независим
ую

 перем
енную

 
x

, неизвестную
 

ф
ункцию

 
)

(x
f

y


 и её производны
е 

)
(

...,
,

,
,

n
y

y
y

y





, 
1


n

, 
N

n


, т.е. 
уравнение вида 

.0
)

...,
,

,
,

,
,

(
)

(






n

y
y

y
y 

y
x

F
                         (2.1) 

   Д
ля того чтобы

 диф
ф
еренциальное уравнение (2.1) бы

ло диф
ф
ерен-

циальны
м

 уравнением
 n-го порядка, необходим

о наличие старш
ей произ-

водной y
(n), а присутствие всех производны

х порядка м
еньш

е, чем
 n, не 

обязательно. 

Ф
орм

а записи диф
ф
еренциального уравнения (2.1) назы

вается общ
ей 

ф
орм

ой. Е
сли уравнение м

ож
но разреш

ить относительно n
-й производной 

(старш
ей производной), то его м

ож
но записать в виде 

)
...,

,
,

,
,

(
)1

(
)

(






n

n
y

y
y

y
x

y


.                          (2.2) 

Ф
орм

у записи уравнения (2.2) назы
ваю

т норм
альной ф

орм
ой диф

ф
е-

ренциального уравнения. 

О
п
р
е
д
е
л
е
н
и
е
. Р
еш
ением

 диф
ф
еренциального уравнения n-го по-

рядка  назы
вается такая ф

ункция y
, зависящ

ая от независим
ой перем

енной 
x

 и n
 произвольны

х постоянны
х 

n
C

C
C

...,
,

,
2

1
, что при подстановке её в 

диф
ф
еренциальное уравнение получается тож

дество при лю
бы

х значениях 
постоянны

х 
n

C
C

C
...,

,
,

2
1

. 

Р
еш

ение, полученное в явном
 виде: 

)
...,

,
,

,
(

2
1

n
C

C
C

x
y

y


, назы
ва-

ется общ
им

 реш
ением

, а реш
ение уравнения, полученное в неявном

 виде: 
0

)
...,

,
,

,
,

(
2

1


n
C

C
C

y
x

Y
, назы

вается общ
им

 инт
егралом

. 

Т
е
о
р
е
м
а
 (о сущ

ест
вовании и единст

венност
и реш

ения диф
ф
ерен-

циального уравнения n-го порядка). Е
сли в диф

ф
еренциальном

 уравнении 
(2.2) ф

ункция 
)

...,
,

,
,

,
(

)1
(





n
y

y
y

y
x


 и её частны

е производны
е по аргу-

м
ентам

 
)1

(
...,

,
,

,





n
y

y
y

y
 непреры

вны
 в некоторой области D

, содерж
а-
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Т
аким

 образом
, общ

ее реш
ение уравнения (2.15) в случае ком

плекс-
но 

сопряж
ённы

х 
корней 

характеристического 
уравнения 

им
еет 

вид: 

2
2

1
1

Y
C

Y
C

y



 или 

)
sin

cos
(

2
1

x
C

x
C

e
y

x








.                           (2.22) 
 2.4.5. П

р
ав
и
л
а

 р
еш

ен
и
я

 л
и
н
ей
н
ы
х

 о
д
н
о
р
о
д
н
ы
х

 д
и
ф
ф
ер
ен
ц
и
ал

ь
н
ы
х 

ур
ав
н
ен
и
й

 с п
о
ст

о
я
н
н
ы
м
и

 ко
эф

ф
и
ц
и
ен
т
ам

и
 

 
П
р
ави

л
о р

еш
ен
и
я л

и
н
ей
н
ого одн

ор
одн

ого ди
ф
ф
ер
ен
ц
и
ал
ьн
ого 

ур
авн

ен
и
я втор

ого п
ор
ядк

а с п
остоян

н
ы
м
и

 к
оэф

ф
и
ц
и
ен
там

и
: 

1) 
для 

линейного 
однородного 

диф
ф
еренциального 

уравнения 
0


 

 
qy

yp
y

 составить характеристическое уравнение 
0

2





q
pk

k
 

(для этого в диф
ф
еренциальном

 уравнении следует зам
енить 

)
(m

y
 на 

,
m

k
 

2,
0


m

); 
2) найти корни характеристического уравнения 

1
k

 и 
2

k
, используя 

ф
орм

улу (2.18); дать их характеристику; 
3) в зависим

ости от характера корней, использовать ф
орм

улу общ
его 

реш
ения (2.19), (2.20) или (2.22). 

П
р
и
м
е
р
 2.5. Н

айти общ
ее реш

ение уравнения  
0

8
6


 

 
y

y
y

. 

Δ
  Д

анное уравнение является линейны
м

 однородны
м

 диф
ф
еренци-

альны
м

 
уравнением

 
второго 

порядка 
с 
постоянны

м
и 

коэф
ф
ициентам

и 
6


p

 и 
8


q

. 

С
оставим

 характеристическое уравнение, зам
еняя y  на 

2
k

, y  на k
, 

y
 на 1. Т

огда 

0
8

6
2





k

k
. 

Н
айдем

 корни полученного квадратного уравнения, используя ф
ор-

м
улы

 (2.18): 







1
3

8
4 6

2 6
2

2,
1













k
. 

Т
аким

 образом
, корни характеристического уравнения действитель-

ны
е и различны

е: 
2

1


k
, 

4
2


k
. Ф

ундам
ентальную

 систем
у реш

ений дан-
ного диф

ф
еренциального уравнения образую

т ф
ункции 

x
e

y
2

1


 и 
x

e
y

4
2


. 

Запиш
ем

 общ
ее реш

ение уравнения, используя ф
орм

улу (2.19): 
x

x
e

C
e

C
y

4
2

2
1




.  ▲
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П
р
и
м
е
р
 2
.8
. Н

ай
ти

 о
бщ

ее
 р
еш

ен
ие

 у
ра
вн
ен
ия

  
0

4
6

4






y

y
y

y
. 

Δ
  
Д
ан
но
е 
ур
ав
не
ни
е 
яв
ля
ет
ся

 л
ин
ей
ны

м
 о
дн
ор
од
ны

м
 д
иф

ф
ер
ен
ци

-
ал
ьн
ы
м

 у
ра
вн
ен
ие
м

 т
ре
ть
ег
о 
по
ря
дк
а 
с 
по
ст
оя
нн
ы
м
и 
ко
эф
ф
иц
ие
нт
ам
и.

 
С
ог
ла
сн
о 
те
ор
ем
е 

2,
 о
бщ

ее
 р
еш

ен
ие

 и
сх
од
но
го

 у
ра
вн
ен
ия

 и
м
ее
т 
ви
д 

3
3

2
2

1
1

y
C

y
C

y
C

y





, 

гд
е 

3
2

1
,

,
y

y
y

 
 ф
ун
да
м
ен
та
ль
на
я 
си
ст
ем
а 
ре
ш
ен
ий

 у
ра
вн
ен
ия

; 
3

2
1

,
,

С
С

С
 

 
пр
ои
зв
ол
ьн
ы
е 
по
ст
оя
нн
ы
е.

 
С
ос
та
ви
м

 х
ар
ак
те
ри
ст
ич
ес
ко
е 
ур
ав
не
ни
е,

 з
ам
ен
яя

 
y
  
на

 
3

k
, 

y
  
на

 
2

k
, 

y
 н
а 

k
 и

 y
 н
а 

1:
 

0
4

6
4

2
3







k
k

k
. 

Д
ля

 т
ог
о 
чт
об
ы

 н
ай
ти

 к
ор
ни

 п
ол
уч
ен
но
го

 к
уб
ич
ес
ко
го

 у
ра
вн
ен
ия

, 
пр
им

е-
ни
м

 м
ет
од

 г
ру
пп
ир
ов
ки

: 

0
4

6
4

2
3







k
k

k
  


  






0

4
2

4
4

2
3








k

k
k

k
  


 


 






0

2
2

4
4

2








k
k

k
k

  


  






0

2
2

2
2







k
k

k
  


 


 








0

2
2

2






k

k
k

  


  





0
2

2
2

2






k

k
k

, 

от
ку
да

 
0

2



k

 и
ли

 
0

2
2

2





k
k

. 
В

 
ре
зу
ль
та
те

 
по
лу
чи
м

: 
2

1


k
 
и 
по

 
ф
ор
м
ул
е 
ко
рн
ей

 
кв
ад
ра
тн
ог
о 

ур
ав
не
ни
я 

(2
.1

8)
 







i
k

















1

1
1

2
42

22
2

3,2
. 

Д
ей
ст
ви
те
ль
но
м
у 
ко
рн
ю

 х
ар
ак
те
ри
ст
ич
ес
ко
го

 у
ра
вн
ен
ия

 
2

1


k
 с
о-

от
ве
тс
тв
уе
т 
ча
ст
но
е 
ре
ш
ен
ие

 
x

e
y

2
1


, 
а 
па
ре

 к
ом

пл
ек
сн
о 
со
пр
яж

ен
ны

х 
ко
рн
ей

 
i

k



1

3,2
 (
де
йс
тв
ит
ел
ьн
ая

 ч
ас
ть

 
1




 и
 м
ни
м
ая

 ч
ас
ть

 
1




) 
со
от

-

ве
тс
тв
ую

т 
ре
ш
ен
ия

: 
x

e
y

x
co

s
2


, 
x

e
y

x
si

n
3


. 

У
бе
ди
м
ся

, ч
то

 ф
ун
кц
ии

 
3

2
1

,
,

y
y

y
 

 л
ин
ей
но

-н
ез
ав
ис
им

ы
е.

 Д
ля

 э
то

-
го

 с
ос
та
ви
м

 о
пр
ед
ел
ит
ел
ь 
В
ро
нс
ко
го

: 

.

co
s

2
si

n
2

4

co
s

si
n

si
n

co
s

2

si
n

co
s

1

co
s

2
si

n
2

4

co
s

si
n

si
n

co
s

2

si
n

co
s

2222

x
x

x
x

x
x

x
x

e
e

e

x
e

x
e

e

x
e

x
e

x
e

x
e

e

x
e

x
e

e

W

x
x

x

x
x

x

x
x

x
x

x

x
x

x














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П
од
ст
ав
ля
я 
на
ча
ль
ны

е 
ус
ло
ви
я:

 
0


t

, 
5,1


v

, н
ах
од
им

: 
m

k
С

e
/

0
5,1





  


  С
 =

 1
,5

. 

С
ле
до
ва
те
ль
но

, 
m

kt
e

v
/

5,1



. 
Зн
ач
ен
ие

 k
/m

 о
пр
ед
ел
им

, 
по
дс
та
вл
яя

 в
то
ро
е 

на
ча
ль
но
е 
ус
ло
ви
е:

 t 
=

 4
, v

 =
 1

, 
m

k
e

/
4

5,1
1




. О
тс
ю
да

 с
ле
ду
ет

: 

.
32

ln
41

 
 




mk
 

И
та
к,

 п
ол
уч
ил
и 
ча
ст
но
е 
ре
ш
ен
ие

 д
ан
но
го

 у
ра
вн
ен
ия

: 













1
4

4/
3/

2
ln

4/
3/

2
ln

23

23
)

(
5,1

)
(


  

 







t

t
t

e
t

v
e

t
v

. 

П
од
ст
ав
им

 в
 э
то

 р
ав
ен
ст
во

 t 
=

 1
2,

 о
ко
нч
ат
ел
ьн
о 
по
лу
чи
м

: 




44,0
94

23
12

2




 
 




v
.  
▲

 

  В
 п
ер
во
м

 р
аз
де
ле

 б
ы
ли

 р
ас
см
от
ре
ны

 м
ет
од
ы

 р
еш

ен
ия

 о
сн
ов
ны

х,
 н
аи

-
бо
ле
е 
ча
ст
о 
вс
тр
еч
аю

щ
их
ся

 в
 э
ко
но
м
ич
ес
ко
й 
те
ор
ии

 т
ип
ов

 д
иф

ф
ер
ен
ци

-
ал
ьн
ы
х 
ур
ав
не
ни
й 
пе
рв
ог
о 
по
ря
дк
а.

 
П
ри
нц
ип
ы

 
ре
ш
ен
ия

 
др
уг
их

 
ти
по
в 

ур
ав
не
ни
й 
м
ож

но
 н
ай
ти

 в
 с
пе
ци
ал
ьн
ой

 л
ит
ер
ат
ур
е 
по

 т
ем
е 

«Д
иф

ф
ер
ен
ци

-
ал
ьн
ы
е 
ур
ав
не
ни
я»

. 
 

В
О
П
Р
О
С
Ы

 И
 З
А
Д
А
Ч
И

 Д
Л
Я

 П
О
В
Т
О
Р
Е
Н
И
Я

 
 

В
оп
р
ос
ы

 
 

1.
 Ч
то

 н
аз
ы
ва
ет
ся

 о
бы

кн
ов
ен
ны

м
 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ы
м

 у
ра
вн
ен
ие
м

? 
2.

 П
ри
ве
ди
те

 п
ри
м
ер

 п
ро
ст
ей
ш
ег
о 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я.

 
3.

 Ч
то

 т
ак
ое

 п
ор
яд
ок

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я?

 
4.

 К
ак
ов
ы

 о
сн
ов
ны

е 
ф
ор
м
ы

 з
ап
ис
и 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 

пе
рв
ог
о 
по
ря
дк
а?

 
5.

 В
 ч
ем

 с
ос
то
ит

 з
ад
ач
а 
ин
те
гр
ир
ов
ан
ия

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не

-
ни
я?

 
6.

 Ч
то

 н
аз
ы
ва
ет
ся

 р
еш

ен
ие
м

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я?

 
7.

 Ч
то

 н
аз
ы
ва
ет
ся

 и
нт
ег
ра
ль
но
й 
кр
ив
ой

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не

-
ни
я?

 
8.

 О
бъ
яс
ни
те

, в
 ч
ем

 р
аз
ни
ца

 м
еж

ду
 о
бщ

им
 р
еш

ен
ие
м

 и
 о
бщ

им
 и
нт
е-

гр
ал
ом

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я.

 
9.

 В
 ч
ем

 с
ос
то
ит

 з
ад
ач
а 
К
ош

и 
дл
я 
ур
ав
не
ни
я 
пе
рв
ог
о 
по
ря
дк
а,

 р
аз

-
ре
ш
ен
но
го

 о
тн
ос
ит
ел
ьн
о 
пр
ои
зв
од
но
й?

 П
ри

 
ка
ки
х 
ус
ло
ви
ях

 о
на

 и
м
ее
т 

ед
ин
ст
ве
нн
ое

 р
еш

ен
ие

? 
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10. Д
айте определение частного реш

ения. К
ак оно связано с ф

орм
у-

лой общ
его реш

ения? 
11. Д

айте определение понятия «особое реш
ение» диф

ф
еренциаль-

ного уравнения. 
12. К

ак определить наклон интегральной кривой уравнения первого 
порядка в заданной точке 

0
0 ,y

x
 по виду уравнения? Ч

то такое поле на-
правлений, определяем

ое диф
ф
еренциальны

м
 уравнением

? Ч
то такое изо-

клины
? 
13. О

т чего зависит м
етод реш

ения диф
ф
еренциального уравнения? 

14. П
еречислите основны

е типы
 диф

ф
еренциальны

х уравнений пер-
вого порядка. 

15. О
пиш

ите м
етод реш

ения уравнений с разделяю
щ
им

ися перем
ен-

ны
м
и. 16. Д

айте определение и приведите прим
ер автоном

ного уравнения. 
С
ф
орм

улируйте свойство , которы
м

 обладаю
т реш

ения автоном
ного урав-

нения. В
 чем

 заклю
чается его геом

етрический см
ы
сл? Ч

то такое стацио-
нарное реш

ение автоном
ного уравнения? 

17. 
К
акое 

уравнение 
назы

вается 
однородны

м
 
диф

ф
еренциальны

м
 

уравнением
? У

каж
ите м

етод его реш
ения. 

18. К
акое уравнение назы

вается линейны
м

 диф
ф
еренциальны

м
 урав-

нением
 первого порядка? П

еречислите м
етоды

 его реш
ения и укаж

ите их 
принципиальны

е различия. 
19. У

каж
ите вид  подстановки, при пом

ощ
и которой уравнение Б

ер-
нулли м

ож
но свести к линейном

у диф
ф
еренциальном

у уравнению
 первого 

порядка. К
аков м

етод интегрирования уравнения Б
ернулли? 

20. П
ри каком

 условии уравнение 






0

,
,




dy
y

x
Q

dx
y

x
P

 является 
уравнением

 в полны
х диф

ф
еренциалах? К

акой вид им
еет его общ

ий инте-
грал? 21. В

 чем
 состоит принцип акселерации? К

акое диф
ф
еренциальное 

уравнение назы
вается уравнением

 естественного роста? К
акие процессы

 
м
оделирует это уравнение? Ч

то такое логистическая кривая? Д
айте опре-

деление равновесного реш
ения. 

22. К
аковы

 принципы
 составления диф

ф
еренциальны

х уравнений? 
23. С

ф
орм

улируйте геом
етрический  и ф

изический см
ы
сл производ-

ной. 
 

Задач
и

 
  

1. Запиш
ите уравнение 




0
ln

3






y

x
y

y
y

 в норм
альной и диф

ф
е-

ренциальной ф
орм

ах. 
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ренциального уравнения образую
т ф

ункции: 
x

e
y

5
1




 и 
x

xe
y

5
2




. Запи-
ш
ем

 общ
ее реш

ение уравнения, используя ф
орм

улу (2.20): 


x

C
C

e
y

x
2

1
5





.  ▲

 

А
налогично м

ож
но находить и общ

ее реш
ение линейного однород-

ного диф
ф
еренциального уравнения n-го порядка c постоянны

м
и коэф

ф
и-

циентам
и, придерж

иваясь следую
щ
его простого правила. 

П
р
ави

л
о р

еш
ен
и
я л

и
н
ей
н
ого одн

ор
одн

ого ди
ф
ф
ер
ен
ц
и
ал
ьн
ого 

ур
авн

ен
и
я n

-го п
ор
ядк

а с п
остоян

н
ы
м
и

 к
оэф

ф
и
ц
и
ен
там

и
: 

1) составить характеристическое уравнение, для этого в диф
ф
ерен-

циальном
 уравнении 

0
...

1
)1

(
1

)
(


 








y

a
y

a
y

a
y

n
n

n
n

 

следует зам
енить 

)
(m

y
 на 

,
m

k
 

n
m

,0


. В
 результате получится алгебраи-

ческое уравнение степени n: 
;0

...
1

1
1











n

n
n

n
a

k
a

k
a

k
 

2) найти все корни 
n

k
k

k
...,

,
,

2
1

 характеристического уравнения и 
дать их характеристику; 

3) вы
писать ф

ундам
ентальную

 систем
у реш

ений 
n

y
y

y
...,

,
,

2
1

, руково-
дствуясь тем

, что: 
а) каж

дом
у действительном

у однократном
у корню

 k
 соответствует 

частное реш
ение 

;
kx

e
 

б) каж
дом

у действительном
у корню

 k
 кратности r

 соответствует r
 

линейно- независим
ы
х реш

ений: 
;

kx
e

  
;

kx
xe

  
;

2
kx

e
x

  …
;  

;
1

kx
r

e
x


 

в) 
каж

дой 
паре 

однократны
х 

ком
плексно-сопряж

енны
х 

корней 



i

k



1

 и 



i

k



2

 соответствует пара частны
х реш

ений: 

x
e

x



cos

  и  
x

e
x




sin
; 

г) 
каж

дой 
паре 

ком
плексно 

сопряж
енны

х 
корней 







i
k

1
 
и 







i
k

2
 кратности s

 соответствую
т 

s2
 частны

х реш
ений: 

.
sin

...,
,

sin
,

sin

,
cos

...,
,

cos
,

cos

1 1

x
e

x
x

xe
x

e

x
e

x
x

xe
x

e

x
s

x
x

x
s

x
x























 

В
 
результате 

получим
 

n
линейно 

независим
ы
х 
частны

х 
реш

ений 

n
y

y
y

...,
,

,
2

1
 уравнения (1.36), образую

щ
их ф

ундам
ентальную

 систем
у ре-

ш
ений этого уравнения; 

4) подставить 
n

y
y

y
...,

,
,

2
1

 в ф
орм

улу общ
его реш

ения: 

n
n y

C
y

C
y

C
y







...
2

2
1

1
. 
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П
р
и
м
е
р
 2
.6
. Н

ай
ти

 о
бщ

ее
 р
еш

ен
ие

 у
ра
вн
ен
ия

  
0

2





y
y

y
. 

Δ
  
Д
ан
но
е 
ур
ав
не
ни
е 
яв
ля
ет
ся

 л
ин
ей
ны

м
 о
дн
ор
од
ны

м
 д
иф

ф
ер
ен
ци

-
ал
ьн
ы
м

 
ур
ав
не
ни
ем

 
вт
ор
ог
о 

по
ря
дк
а 
с 
по
ст
оя
нн
ы
м
и 

ко
эф
ф
иц
ие
нт
ам
и 

1


p
 и

 
2


q

. 

С
ос
та
ви
м

 х
ар
ак
те
ри
ст
ич
ес
ко
е 
ур
ав
не
ни
е,

 з
ам
ен
яя

 y
  
на

 
2

k
, 

y
 н
а 

k
, 

y
 н
а 

1.
 Т
ог
да

 

0
2

2





k
k

. 

И
сп
ол
ьз
уя

 ф
ор
м
ул
ы

 (
2.

18
),

 н
ай
де
м

 к
ор
ни

 к
ва
др
ат
но
го

 у
ра
вн
ен
ия

: 







i
k

27

21
1

47

21

47

21
2

41

21
2

2,1























. 

К
ор
ни

 х
ар
ак
те
ри
ст
ич
ес
ко
го

 у
ра
вн
ен
ия

 
 к
ом

пл
ек
сн
о-
со
пр
яж

ен
ны

е 
с 

де
йс
тв
ит
ел
ьн
ой

 ч
ас
ть
ю

 
21




 и
 м
ни
м
ой

 ч
ас
ть
ю

 
27




. 
Ф
ун
да
м
ен
та
ль

-

ну
ю

 с
ис
те
м
у 
ре
ш
ен
ий

 д
ан
но
го

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 
об
ра
зу
ю
т 

ф
ун
кц
ии

: 
x

e
y

x

27
co

s
2

1


 
и 

x
e

y
x

27
si

n
2

2


. 
За
пи
ш
ем

 
об
щ
ее

 
ре
ш
ен
ие

 

ур
ав
не
ни
я,

 и
сп
ол
ьз
уя

 ф
ор
м
ул
у 

(2
.2

2)
: 

 
 




x
C

x
C

e
y

x

27
si

n
27

co
s

2
1

2
.  
▲

 

П
р
и
м
е
р
 2
.7
. Н

ай
ти

 о
бщ

ее
 р
еш

ен
ие

 у
ра
вн
ен
ия

  
0

25
10





y

y
y

. 

Δ
  
Д
ан
но
е 
ур
ав
не
ни
е 
яв
ля
ет
ся

 л
ин
ей
ны

м
 о
дн
ор
од
ны

м
 д
иф

ф
ер
ен
ци

-
ал
ьн
ы
м

 
ур
ав
не
ни
ем

 
вт
ор
ог
о 

по
ря
дк
а 
с 
по
ст
оя
нн
ы
м
и 

ко
эф
ф
иц
ие
нт
ам
и 

10


p
 и

 
25


q

. 

С
ос
та
ви
м

 х
ар
ак
те
ри
ст
ич
ес
ко
е 
ур
ав
не
ни
е,

 з
ам
ен
яя

 y
  
на

 
2

k
, 

y
 н
а 

k
, 

y
 н
а 

1:
 

0
25

10
2





k

k
. 

В
ос
по
ль
зу
ем
ся

 ф
ор
м
ул
ой

 с
ок
ра
щ
ен
но
го

 у
м
но
ж
ен
ия

 «
кв
ад
ра
т 
су
м

-
м
ы

» 
и 
за
пи
ш
ем

 х
ар
ак
те
ри
ст
ич
ес
ко
е 
ур
ав
не
ни
е 
в 
ви
де

 




0
5

2



k

  


  





0
5

5





k
k

. 

П
ри
ра
вн
яв

 к
аж

ды
й 
м
но
ж
ит
ел
ь 
к 
ну
лю

, 
по
лу
чи
м

 
5

1



k

, 
5

2



k

 (
те

 
ж
е 
зн
ач
ен
ия

 м
ож

но
 б
ы
ло

 п
ол
уч
ит
ь 
пр
и 
по
м
ощ

и 
ф
ор
м
ул
ы

 к
ор
не
й 
кв
ад
ра
т-

но
го

 у
ра
вн
ен
ия

 (
2.

18
))

. 
К
ор
ни

 х
ар
ак
те
ри
ст
ич
ес
ко
го

 у
ра
вн
ен
ия

 д
ей
ст
ви

-
те
ль
ны

е 
и 
ра
вн
ы
е 

(
5


k

 
 к
ор
ен
ь 
ур
ав
не
ни
я 
кр
ат
но
ст
и 

2 
ил
и 
дв
ук
ра
тн
ы
й 

ко
ре
нь

 у
ра
вн
ен
ия

).
 Ф

ун
да
м
ен
та
ль
ну
ю

 с
ис
те
м
у 
ре
ш
ен
ий

 д
ан
но
го

 д
иф

ф
е-
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2.
 К
ак
ие

 и
з 
ф
ун
кц
ий

 я
вл
яю

тс
я 
ре
ш
ен
ия
м
и 
эт
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 

x
y

2


: 

а)
 

2 x
y


,  
  б

) 
3

2



x

y
,  

  в
) 

2
3x

y


,  
  г

) 
3 x

y


,  
  д

) 
C

x
y




2
, С

 =
 с

on
st

. 
 

О
т
ве
т

: а
),

 б
),

 д
).

 

3.
 Н
ай
ти

 о
бщ

ее
 (
ча
ст
но
е)

 р
еш

ен
ие

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я:

 

а)
 

0
co

s
1

2
2





y

y
x

;  
   

   
   

   
   
г)

 


3
4

1
2





xy

y
x

; 



0
0


y
; 

б)
 





 y

x
y

x
y







si
n

si
n

;  
   

   
  д

) 
1

2





x

xy
y

x
y

; 

в)
 


0

2
2

2





dy
x

dx
xy

y
;  

   
   

   
   

 е
) 



0

2
2

2





dy
x

dx
xy

y
; 


1

1


y
. 

 
О
т
ве
т

: 

а)
 


 x

C
ar

ct
g

y
ar

cs
in




;  
  б

) 
C

x
y

tg



si

n
2

2
ln

;  
  в

) 



y

C
x

y
x




; 

г)
 


2

2

3

1

3

x

x
x

y





;  
  д

) 
2

4
7

74

4
 

 



C

x
x

y
;  

  е
) 

4
2

2
2

2
2








y

y
x

xy
x

. 

 
4.

 С
чи
та
я,

 ч
то

 п
ри
ро
ст

 т
ру
до
вы

х 
ре
су
рс
ов

 п
ро
по
рц
ио
на
ле
н 
са
м
им

 
тр
уд
ов
ы
м

 р
ес
ур
са
м

 с
 к
оэ
ф
ф
иц
ие
нт
ом

 п
ро
по
рц
ио
на
ль
но
ст
и 

0,
1 

(г
од
ов
ой

 
пр
ир
ос
т 
тр
уд
ов
ы
х 
ре
су
рс
ов

),
 н
ай
ти

 т
ру
до
вы

е 
ре
су
рс
ы

 ч
ер
ез

 1
0 
ле
т,

 е
сл
и 
в 

на
ча
ле

 н
аб
лю

де
ни
я 
он
и 
бы

ли
 р
ав
ны

 1
00

0.
 

 
О
т
ве
т

:  
27

18
. 

 
5.

 Н
ай
ти

 л
ин
ию

, 
пр
ох
од
ящ

ую
 ч
ер
ез

 т
оч
ку

 (
2,

 3
) 
и 
об
ла
да
ю
щ
ую

 т
ем

 
св
ой
ст
во
м

, ч
то

 о
тр
ез
ок

 е
ё 
ка
са
те
ль
но
й,

 з
ак
лю

че
нн
ы
й 
м
еж

ду
 к
оо
рд
ин
ат
ны

-
м
и 
ос
ям
и,

 д
ел
ит
ся

 п
оп
ол
ам

 в
 т
оч
ке

 к
ас
ан
ия

. 
 

О
т
ве
т

:  
6


xy

. 

 
6.

 Н
ай
ти

 л
ин
ию

, 
пр
ох
од
ящ

ую
 ч
ер
ез

 т
оч
ку

 (
2,

 0
) 
и 
об
ла
да
ю
щ
ую

 т
ем

 
св
ой
ст
во
м

, ч
то

 о
тр
ез
ок

 к
ас
ат
ел
ьн
ой

 м
еж

ду
 т
оч
ко
й 
ка
са
ни
я 
и 
ос
ью

 о
рд
ин
ат

 
им

ее
т 
по
ст
оя
нн
ую

 д
ли
ну

, р
ав
ну
ю

 д
ву
м

. 

 
О
т
ве
т

:  
x

x
x

y
2

2
4

2
ln

2
4








. 
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В
оспользуем

ся ф
орм

улой (1.22) нахож
дения общ

его реш
ения линей-

ного диф
ф
еренциального уравнения 













dx
x

p
dx

x
p

e
C

dx
e

x
q

z
)

(
1

)
(

)
(

, 

где 



x
x

p
1




, 



2
x

x
q




. Т
огда 










  

  

















x
x

dx
x

dx
x

e
C

dx
e

x
e

C
dx

e
x

z
ln

1
ln

2
)

1
(

1

)
1

(
2

)
(

)
(

 

=
x

C
dx

x
x

 
 





1

2
1)

(
=

x
C

x
x

C
x

1

3

1

2

2
2





  

  



 

и пром
еж

уточны
й интеграл им

еет вид: 
x

C
x

y
1

32



 

. И
нтегрируя полу-

ченное уравнение с разделяю
щ
им

ися перем
енны

м
и, найдём

 общ
ее реш

е-
ние исходного диф

ф
еренциального уравнения: 

2

2

1

4

1

3

2
8

2
C

x
C

x
dx

x
C

x
y







  
  







.  ▲
 

 
2.2.3. У

р
ав
н
ен
и
я

, д
о
п
ускаю

щ
и
е

 п
о
н
и
ж
ен
и
е п

о
р
я
д
ка III т

и
п
а

 
 

К
 уравнениям

 III типа относятся уравнения, не содерж
ащ
ие в явном

 
виде перем

енную
 x: 

)
...,

,
,

(
)1

(
)

(





n
n

y
y

y
f

y
.                               (2.8) 

У
равнение (2.8) реш

аю
т путём

 подстановки: 

)
(y

p
y
 

,                                             (2.9) 

где 
)

(y
p

 – новая неизвестная ф
ункция от y

. Т
акая зам

ена позволяет пони-
зить порядок исходного уравнения (2.8) на одну единицу. 

Н
айдём

 производную
 второго порядка (прим

еняя правило диф
ф
е-

ренцирования слож
ной ф

ункции): 

p
dy dp

dx dy

dy dp
y

p
y

y
x





 


 

))
(

(
)

(
. 

Т
аким

 образом
, 

dy dp
p

y
 

. 
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2.4. Л
и
н
ей

н
ы
е о

д
н
о
р
о
д
н
ы
е д

и
ф
ф
ер

ен
ц
и
ал

ь
н
ы
е ур

ав
н
ен
и
я

  
в
то
р
о
го

 п
о
р
я
д
ка

 с п
о
с
то
я
н
н
ы
м
и

 ко
эф

ф
и
ц
и
ен

та
м
и

 
 

2.4.1. Х
ар
акт

ер
и
ст

и
ч
еско

е ур
ав
н
ен
и
е 

 
Р
ассм

отрим
 
линейное 

однородное 
диф

ф
еренциальное 

уравнение 
второго порядка с постоянны

м
и коэф

ф
ициентам

и p и q: 

.0


 
 

qy
yp

y
                                         (2.15) 

С
огласно теорем

е 2 о структуре общ
его реш

ения линейного одно-
родного диф

ф
еренциального уравнения, общ

ее реш
ение уравнения (2.15) 

при 
2


n

 им
еет вид 




)
(

)
(

2
2

1
1

x
y

C
x

y
C

x
y




,                                  (2.16) 

где 
)

(
),

(
2

1
x

y
x

y
  ф

ундам
ентальная систем

а реш
ений уравнения (2.15), т.е. 

два линейно независим
ы
х частны

х реш
ения этого уравнения. 

Д
ля того чтобы

 найти общ
ее реш

ение уравнения (2.16), достаточно 
найти лю

бы
е два линейно независим

ы
х частны

х реш
ения. Б

удем
 искать 

частны
е реш

ения в виде 
, xk

e
y


 
где 

const
k


. Т
огда 

, xk
ke

y
 

 
.

2
kx

e
k

y
 

 

П
одставляя полученны

е соотнош
ения в (2.15), находим

: 

0
2





xk

xk
xk

qe
pke

e
k

  
  

0
)

(
2





q

pk
k

e
kx

. 

Т
ак как 

R
x


:  

0


kx
e

, то 

0
2





q

pk
k

.                                           (2.17) 

С
ледовательно, если 

k
 будет удовлетворять уравнению

 (2.17), то 
ф
ункция 

kx
e

 будет являться реш
ением

 уравнения (2.15). 

О
п
р
е
д
е
л
е
н
и
е
. У

равнение (2.17) назы
вается характ

ерист
ическим

 
уравнением

 линейного однородного диф
ф
еренциального уравнения второ-

го порядка с постоянны
м
и коэф

ф
ициентам

и (2.15). 

Х
арактеристическое уравнение (2.17) – квадратное уравнение, им

ею
-

щ
ее два корня: 

q
p

p
q

p
p

k












4

2
2

4
2

2

2,
1

.                     (2.18) 

П
ри этом

 возм
ож

ны
 случаи: 

1) 
1

k
 и 

2
k

 – действительны
е различны

е числа, т.е. 
2

1
k

k


; 
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Э
то

 к
ом

пл
ек
сн
ы
е 
ф
ун
кц
ии

 д
ей
ст
ви
те
ль
но
го

 а
рг
ум

ен
та

, 
уд
ов
ле
тв
о-

ря
ю
щ
ие

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ом

у 
ур
ав
не
ни
ю

 (
2.

15
).

 В
ос
по
ль
зу
ем
ся

 ф
ор
м
ул
ой

 
Э
йл
ер
а 

)
si

n
(c

os








i
e

e
i





 

и 
пе
ре
пи
ш
ем

 
1y
 и

 
2y

 в
 д
ру
го
м

 в
ид
е:

 

  







.
si

n
co

s

,
si

n
co

s

21

x
ie

x
e

y

x
ie

x
e

y
x

x

x
x













   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

  (
2.

21
) 

П
ок
аж

ем
, 
чт
о 
ес
ли

 ф
ун
кц
ия

 
)

(
)

(
x

vi
x

u
y




 у
до
вл
ет
во
ря
ет

 у
ра
вн
е-

ни
ю

 (
2.

15
),

 т
о 
эт
ом

у 
ур
ав
не
ни
ю

 у
до
вл
ет
во
ря
ю
т 
та
кж

е 
ф
ун
кц
ии

 
)

( xu
 и

 
)

( xv
: 

0
)

(
)

(
)

(









vi

u
q

vi
u

p
vi

u
  


  
0










qvi
qu

vpi
up

vi
u

 

ил
и 

0
)

(
)

(









qv

vp
v

i
uq

up
u

. 

К
ом

пл
ек
сн
ая

 ф
ун
кц
ия

 р
ав
на

 н
ул
ю

 т
ол
ьк
о 
в 
то
м

 с
лу
ча
е,

 к
ог
да

 е
ё 
де
й-

ст
ви
те
ль
на
я 
и 
м
ни
м
ая

 ч
ас
ти

 р
ав
ны

 н
ул
ю

, т
.е

. 

0





uq
up

u
  и

  
0





qv

vp
v

. 

С
ра
вн
ив
ая

 п
ол
уч
ен
ны

е 
ур
ав
не
ни
я 
с 
ур
ав
не
ни
ем

 (
2.

15
),

 д
ел
ае
м

 в
ы

-
во
д,

 ч
то

 ф
ун
кц
ии

 
)

(xu
 и

 
)

(xv
 е
ст
ь 
ре
ш
ен
ия

 у
ра
вн
ен
ия

 (
2.

15
).

 С
ле
до
ва
те
ль

-
но

 (
со
гл
ас
но

 с
оо
тн
ош

ен
ия
м

 (
2.

21
) 
и 
тр
ет
ье
м
у 
св
ой
ст
ву

 р
еш

ен
ий

 л
ин
ей
но
го

 
од
но
ро
дн
ог
о 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
по
ря
дк
а 

n-
го

 п
ор
яд
ка

),
 ч
ас
тн
ы
м
и 
ре
ш
е-

ни
ям
и 
ур
ав
не
ни
я 

(2
.1

5)
 б
уд
ут

 ф
ун
кц
ии

: 
x

e
Y

x



co

s
1


 и
 

x
e

Y
x




si
n

2


. 
Э
ти

 ф
ун
кц
ии

 л
ин
ей
но

 н
ез
ав
ис
им

ы
, т
ак

 к
ак

 
































x
e

x
e

x
e

x
e

x
e

x
e

Y
Y

W
x

x
x

x

x
x

co
s

si
n

si
n

co
s

si
n

co
s

)
,

(
2

1
 

 


























x
x

x
x

x
x

e
e

x
x

co
s

si
n

si
n

co
s

si
n

co
s

 

 







 























x
x

x
x

x
x

e
x

si
n

co
s

si
n

co
s

si
n

co
s

2
 




0
si

n
co

s
2

2
2

2

















x
x

e
x

x
e

   
R

x



. 

С
ле
до
ва
те
ль
но

, 
ф
ун
кц
ии

 
1Y
 и

 
2Y
 о
бр
аз
ую

т 
ф
ун
да
м
ен
та
ль
ну
ю

 с
ис
те

-
м
у 
ре
ш
ен
ий

 у
ра
вн
ен
ия

 (
2.

15
).

 

  
49

щ
ей

 з
на
че
ни
я 

0x
x


, 
0y

y


, 
0y

y



, 

0y
y




, 
…

, 
)1

(
0

)1
(





n

n
y

y
, 
то

 с
ущ

е-
ст
ву
ет

 р
еш

ен
ие

 
)

(xy
y


 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я,

 у
до
вл
ет
во
ря
ю

-
щ
ее

 у
сл
ов
ия
м

: 

0
0
)

(
y

x
y


,  

0
0
)

(
y

x
y





,  




0
0

y
x

y





,  
…

,  
)1

(
0

0
)1

(
)

(





n
n

y
x

y
,  

  (
2.

3)
 

пр
ич
ём

 э
то

 р
еш

ен
ие

 е
ди
нс
тв
ен
но
е.

 
Д
ок
аз
ат
ел
ьс
тв
о 
эт
ой

 т
ео
ре
м
ы

 в
ы
хо
ди
т 
за

 р
ам
ки

 д
ан
но
го

 п
ос
об
ия

. 

У
сл
ов
ия

 (
2.

3)
 н
аз
ы
ва
ю
тс
я 
на
ча
ль
ны
м
и 
ус
ло
ви
ям
и,

 а
 з
ад
ан
ны

е 
чи
сл
а 

)1
(

0
0

0
0

0
...

,
,

,
,

,





n
y

y
y

y
x

 –
 н
ач
ал
ьн
ы
м
и 
зн
ач
ен
ия
м
и.

  
За
да
ча

 
на
хо
ж
де
ни
я 
ре
ш
ен
ия

 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 

(2
.2

),
 

уд
ов
ле
тв
ор
яю

щ
ег
о 
за
да
нн
ы
м

 н
ач
ал
ьн
ы
м

 у
сл
ов
ия
м

 (
2.

3)
, 
на
зы
ва
ет
ся

 з
ад
а-

че
й 
К
ош
и.

 Р
еш

ен
ие

 з
ад
ач
и 
К
ош

и 
на
зы
ва
ет
ся

 ч
ас
т
ны
м

 р
еш
ен
ие
м

 (
ча
ст
ны
м

 
ин
т
ег
ра
ло
м

) 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я.

 Н
ач
ал
ьн
ы
е 
ус
ло
ви
я 

(2
.3

) 
ис

-
по
ль
зу
ю
тс
я 
дл
я 
на
хо
ж
де
ни
я 
ф
ик
си
ро
ва
нн
ы
х 
зн
ач
ен
ий

 п
ро
из
во
ль
ны

х 
по

-
ст
оя
нн
ы
х 

0
0 2

2
0 1

1
...

,
,

,
n

n
С

C
С

C
С

C





. 
 

2.
2.

 У
р
ав

н
ен
и
я

, д
о
п
ус
ка
ю
щ
и
е 
п
о
н
и
ж
ен
и
е 
п
о
р
я
д
ка

 
 

М
ет
од

 р
еш

ен
ия

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 

n
-г
о 
по
ря
дк
а 
та
кж

е 
во

 м
но
го
м

 з
ав
ис
ит

 о
т 
ви
да

 с
ам
ог
о 
ур
ав
не
ни
я.

 С
ущ

ес
тв
уе
т 
ш
ир
ок
ий

 к
ла
сс

 
ур
ав
не
ни
й 

n
-г
о 
по
ря
дк
а,

 р
еш

ен
ие

 к
от
ор
ы
х 
м
ож

но
 о
су
щ
ес
тв
ит
ь 
пу
тё
м

 и
х 

св
ед
ен
ия

 к
 у
ра
вн
ен
ия
м

 б
ол
ее

 н
из
ко
го

 п
ор
яд
ка

 и
, в

 к
он
еч
но
м

 с
чё
те

, к
 у
ра
в-

не
ни
ю

 п
ер
во
го

 п
ор
яд
ка

, э
то

 т
ак

 н
аз
ы
ва
ем
ы
е 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ы
е 
ур
ав
не
ни
я,

 
до
пу
ск
аю
щ
ие

 п
он
иж

ен
ие

 п
ор
яд
ка

. 
Р
ас
см
от
ри
м

 н
ек
от
ор
ы
е 
ос
но
вн
ы
е 
ти
пы

 
та
ки
х 
ур
ав
не
ни
й.

 
 

2.
2.

1.
 У
р
ав
н
ен
и
я

, д
о
п
ус
ка
ю
щ
и
е

 п
о
н
и
ж
ен
и
е 
п
о
р
я
д
ка

 I 
т
и
п
а

 
 

К
 у
ра
вн
ен
ия
м

 I
 т
ип
а 
от
но
ся
тс
я 
ур
ав
не
ни
я,

 р
аз
ре
ш
ен
ны
е 
от
но
си

-
т
ел
ьн
о 
пр
ои
зв
од
но
й 
по
ря
дк
а 

n:
 

)
(

)
(

x
f

y
n


.  
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
  (

2.
4)

 

Т
ак

 к
ак

  
)

(
)

(
)1

(
)

(
x

f
y

y
n

n





, т
о 

 

1
1

1
)1

(
)

(
)

(
C

x
f

C
dx

x
f

y
n









, 

гд
е 

)
(

1
x

f
 –

 п
ер
во
об
ра
зн
ая

 ф
ун
кц
ии

 
)

(xf
; 

1
C

 –
 п
ро
из
во
ль
на
я 
по
ст
оя
нн
ая

.  
А
на
ло
ги
чн
о 

2
1

2
2

1
1

)2
(

)
(

)
)

(
(

C
x

C
x

f
C

dx
C

x
f

y
n












, 

гд
е 

)
(

2
x

f
 –

 п
ер
во
об
ра
зн
ая

 ф
ун
кц
ии

 
)

(
1

x
f

; 
1

C
 –

 п
ро
из
во
ль
на
я 
по
ст
оя
нн
ая

. 
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П
родолж

ая интегрировать ф
ункции, в конце получим

:  

,
...

)!
2

(
)!

1
(

)
(

1

2

2

1

1
n

n

n
n

n
C

x
C

n x
C

n x
C

x
f

y

















 

где 
)

(x
fn

 – первообразная ф
ункции 

)
(1 x

fn
; 

i
C

)
,1

(
n

i
  произвольны

е 
постоянны

е. 
Н
ахож

дение реш
ения диф

ф
еренциального уравнения (2.4) свелось к 

n-кратном
у интегрированию

 его правой части, т.е. 











раз

раз
n

n

dx
dx

x
f

y








)
(

. 

  У
равнение (2.4) является простейш

им
 прим

ером
 диф

ф
еренциального 

уравнения, допускаю
щ
его пониж

ение порядка. Э
то уравнение не содерж

ит 
в явном

 виде ф
ункцию

 y и ее производны
е 

y , 


1
,

,



n

y
y


, поэтом
у его 

ещ
е назы

ваю
т неполны

м
 диф

ф
еренциальны

м
 уравнением

. 

П
р
и
м
е
р
 2.1. Р

еш
ить диф

ф
еренциальное уравнение: 




x
y

sin
4


. 

Δ
 Д
анное уравнение является диф

ф
еренциальны

м
 уравнением

 чет-
вертого порядка, записанны

м
 в норм

альной ф
орм

е. В
 уравнении не содер-

ж
атся в явном

 виде ф
ункция у и ее производны

е первого, второго и третье-
го порядков. С

ледовательно, это уравнение, допускаю
щ
ее пониж

ение по-
рядка вида (2.4), где 

4


n
 и 




x
x

f
sin


. 

П
роинтегрируем

 данное уравнение четы
ре раза: 

1
cos

sin
C

x
dx

x
y





 




  
  




2
1

1
sin

cos
C

x
C

x
dx

C
x

y









 


  
 





3

2

2

1
2

1
2

cos
sin

C
x

C
x

C
x

dx
C

x
C

x
y











 


  
 


4

3

2

2

3

1
3

2

2

1
2

6
sin

2
cos

C
x

C
x

C
x

C
x

dx
C

x
C

x
C

x
y








  

  








. 

П
олучили общ

ее реш
ение исходного диф

ф
еренциального уравнения: 

4
3

2

2

3

1
2

6
sin

C
x

C
x

C
x

C
x

y








.  ▲
 

 
2.2.2. У

р
ав
н
ен
и
я

, д
о
п
ускаю

щ
и
е

 п
о
н
и
ж
ен
и
е п

о
р
я
д
ка II т

и
п
а

 
 

К
 уравнениям

 II типа относятся уравнения, не содерж
ащ
ие иском

ой 
ф
ункции y

: 

)
...,

,
,

,
(

)1
(

)1
(

)
(

)
(





n

k
k

n
y

y
y

x
f

y
,                            (2.5) 
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x
k

x
k

x
k

e
u

k
u

eu
k

eu
y

1
1

1
)

(
1

1
2

 






, 







),
2

(
21

1
1

1
1

2
1

1
1

u
k

u
k

u
e

e
k

u
k

u
e

u
k

u
y

x
k

x
k

x
k

 
 


 




 
 


 

тогда 

0
)

(
)

2
(

1
1

1
1

21
1




 


 
 

x
k

x
k

x
k

e
qu

e
u

k
u

p
u

k
u

k
u

e
 

или 




0
)

(
)

2(
1

21
1

1





 


 
u

q
p

k
k

u
p

k
u

e
x

k
. 

Т
ак как 

,
2

1
p

k



 то 

p
k




1
2

, следовательно, 
0

2
1




p
k

; 
1

k
 – крат-

ны
й корень уравнения  

,0
2





q

kp
k

 поэтом
у  

0
1

21





q
kp

k
. В

 ре-
зультате получаем

: 

0
1

 
и

e
x

k
  

  
.0

 
и

 

П
оследнее 

уравнение 
– 
это 

диф
ф
еренциальное 

уравнение, 
допус-

каю
щ
ее пониж

ение порядка вида (2.4). И
нтегрируя его, получим

:  
,

A
и
 

 
,

B
A

x
и




 где 
A

 и B
 – произвольны

е постоянны
е. Т

ак как м
ы

 находим
 

частное 
реш

ение, 
то 

м
ож

но 
полож

ить: 
1


A

 
и 

0


B
, 
тогда 

x
и


 
и 

x
k

xe
y

1
2


. 

Ф
ункции 

x
k

e
y

1
1


 и 
x

k
xe

y
1

2


 – линейно независим
ы

, так как 

0
1

1
)

,
(

1
1

1

1
1

1

1
1

2

1
1

1
1

2
1










x
k

x
k

x
k

x
k

x
k

x
k

x
k

x
k

e
x

k
k

x
e

e
xe

k
e

e
k

xe
e

y
y

W
   

R
x


. 

С
ледовательно, ф

ункции 
1

y
 и 

2
y

 образую
т ф

ундам
ентальную

 систе-
м
у реш

ений уравнения (2.15) и его общ
ее реш

ение, в случае равны
х дейст-

вительны
х корней характеристического уравнения, им

еет вид 

x
k

x
k

x
k

e
xC

C
xe

C
e

C
y

1
1

1
)

(
2

1
2

1






.                     (2.20) 

 
2.4.4. К

о
р
н
и

 хар
акт

ер
и
ст

и
ч
еско

го
 ур

ав
н
ен
и
я

 ко
м
п
л
ексн

о
-

со
п
р
я
ж
ен
н
ы
е 

 

В
 этом

 случае 






i

k
1

 и 
,

2






i

k
 где, согласно (2.18), 

2 p





, 

4 2
p

q





 (причем
 

0



). 

Ч
астны

е реш
ения м

ож
ем

 записать в следую
щ
ей ф

орм
е: 

x
i

x
k

e
e

y
)

(
1

1








  и  
x

i
x

k
e

e
y

)
(

2
2








. 
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2)
 

1k
 и

 
2k

 –
 р
ав
ны

е 
де
йс
тв
ит
ел
ьн
ы
е 
чи
сл
а,

 т
.е

. 
2

1
k

k


; 
3)

 
1k
 
и 

2k
 

– 
ко
м
пл
ек
сн
ы
е 
чи
сл
а 

(к
ом

пл
ек
сн
о-
со
пр
яж

ен
ны

е)
, 
т.
е.

 




i
k




2,1
, 
гд
е 


 и
 

 
 д
ей
ст
ви
те
ль
ны

е 
чи
сл
а;

 
1

2



i

 (
ил
и 

1


i
) 
 

м
ни
м
ая

 е
ди
ни
ца

. 
Р
ас
см
от
ри
м

 к
аж

ды
й 
из

 э
ти
х 
сл
уч
ае
в 
в 
от
де
ль
но
ст
и.

 
 

2.
4.

2.
 К
о
р
н
и

 х
ар
ак
т
ер
и
ст

и
ч
ес
ко
го

 у
р
ав
н
ен
и
я

 
д
ей
ст

в
и
т
ел

ь
н
ы
е 
и

 р
аз
л
и
ч
н
ы
е 

 В
 э
то
м

 с
лу
ча
е 

2
1

k
k


 и
 ч
ас
тн
ы
м
и 
ре
ш
ен
ия
м
и 
ур
ав
не
ни
я 

(2
.1

5)
 б
уд
ут

 
ф
ун
кц
ии

 

,
1

1
x

k e
y


   
 

x
k e

y
2

2


. 

В
ы
яс
ни
м

, 
об
ра
зу
ю
т 
ли

 э
ти

 ф
ун
кц
ии

 ф
ун
да
м
ен
та
ль
ну
ю

 с
ис
те
м
у 
ре

-
ш
ен
ий

. 
Д
ля

 э
то
го

 н
ай
де
м

 о
пр
ед
ел
ит
ел
ь 
В
ро
нс
ко
го

 ф
ун
кц
ий

 
1y
 и

 
2y

, 
ис

-
по
ль
зу
я 

(2
.1

3)
: 




 x
k

k
x

k
x

k
x

k
x

k

x
k

x
k

e
k

k
k

k
e

e
e

k
e

k

e
e

y
y

W
2

1
2

1

2
1

2
1

1
2

2
1

2
1

2
1

1
1

)
,

(








. 

Т
ак

 к
ак

 
2

1
k

k


 и
 

R
x



: 

0


kx e
, т
о 

0
)

,
(

2
1


y

y
W

 
R

x



 и

, п
о 
те
о-

ре
м
е 

1,
 ф
ун
кц
ии

 
1y
 и

 
2y

– 
ли
не
йн
о 
не
за
ви
си
м
ы

 и
 о
бр
аз
ую

т 
ф
ун
да
м
ен
та
ль

-
ну
ю

 с
ис
те
м
у 
ре
ш
ен
ий

 у
ра
вн
ен
ия

 (
2.

15
).

 
С
ле
до
ва
те
ль
но

, о
бщ

ее
 р
еш

ен
ие

 (
2.

16
) 
ур
ав
не
ни
я 
в 
сл
уч
ае

 р
аз
ли
чн
ы
х 

ко
рн
ей

 х
ар
ак
те
ри
ст
ич
ес
ко
го

 у
ра
вн
ен
ия

 и
м
ее
т 
ви
д 

x
k

x
k

e
C

e
С

y
2

1
2

1



.  

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

(2
.1

9)
 

 
2.

4.
3.

 К
о
р
н
и

 х
ар
ак
т
ер
и
ст

и
ч
ес
ко
го

 у
р
ав
н
ен
и
я

 
д
ей
ст

в
и
т
ел

ь
н
ы
е 
и

 р
ав
н
ы
е 

 

В
 э
то
м

 с
лу
ча
е 

2
2

1
p

k
k





 (
сл
ед
уе
т 
из

 (
2.

18
) 
пр
и 

0
42




q
p

) 
и 
го

-

во
ря
т,

 ч
то

 
1k
 

 к
ор
ен
ь 
ур
ав
не
ни
я 
кр
ат
но
ст
и 

2.
 Н
а 
ос
но
ва
ни
и 
пр
ед
ы
ду
щ
их

 

ра
сс
уж

де
ни
й 
од
но

 и
з 
ча
ст
ны

х 
ре
ш
ен
ий

 е
ст
ь 

x
k e

y
1

1


. 
В

 к
ач
ес
тв
е 
вт
ор
ог
о 

вз
ят
ь 
ф
ун
кц
ию

 
x

k e
2

 н
е 
м
ож

ем
, т
ак

 к
ак

 
x

k
x

k
e

e
2

1


 и
 ф
ун
кц
ии

 л
ин
ей
но

 з
ав
и-

си
м
ы

. В
то
ро
е 
ча
ст
но
е 
ре
ш
ен
ие

 б
уд
ем

 и
ск
ат
ь 
в 
ви
де

 
,

)
(

1
2

x
k e

x
u

y


 г
де

 
)

(xu
 –

 
не
из
ве
ст
на
я 
ф
ун
кц
ия

, к
от
ор
ую

 н
ео
бх
од
им

о 
на
йт
и.

 

П
од
ст
ав
им

 
x

k eu
y

1
2


 в
 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 (
2.

15
),

 д
ля

 э
то

-
го

 н
ай
дё
м

 п
ро
из
во
дн
ы
е:
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гд
е 

n
k



1

. 
Д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 (
2.

5)
 я
вл
яе
тс
я 
не
по
лн
ы
м

. 
О
но

 
не

 с
од
ер
ж
ит

 в
 я
вн
ом

 в
ид
е 
кр
ом

е 
не
из
ве
ст
но
й 
ф
ун
кц
ии

 y
 т
ак
ж
е 
и 
не
ко
то

-
ру
ю

 ч
ас
ть

 е
е 
пр
ои
зв
од
ны

х 
)1

(
...

,
,

,





k
y

y
y

. 
У
ра
вн
ен
ие

 (
2.

5)
 р
еш

аю
т 
пу
тё
м

 п
од
ст
ан
ов
ки

: 

)
(

)
(

x
z

y
k


,  
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

  (
2.

6)
 

т.
е.

 в
 к
ач
ес
тв
е 
но
во
й 
не
из
ве
ст
но
й 
ф
ун
кц
ии

 в
во
дя
т 
пр
ои
зв
од
ну
ю

 н
аи
м
ен
ь-

ш
ег
о 
по
ря
дк
а,

 с
од
ер
ж
ащ

ую
ся

 в
 у
ра
вн
ен
ии

, п
ри

 э
то
м

 п
ор
яд
ок

 д
иф

ф
ер
ен
ци

-
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 
по
ни
ж
ае
тс
я 
на

 k
 е
ди
ни
ц.

 
С
де
ла
в 
в 
ур
ав
не
ни
и 

(2
.5

) 
за
м
ен
у 

(2
.6

),
 п
ол
уч
ае
м

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 
ур
ав
не
ни
е 
от
но
си
те
ль
но

 н
еи
зв
ес
тн
ой

 ф
ун
кц
ии

 
)

(xz
z


 п
ор
яд
ка

 n
-k

: 

)
...

,
,

,
,

,
(

)1
(

)
(










k
n

k
n

z
z

z
z

x
f

z
.  

   
   

   
   

   
   

   
 (

2.
7)

 

Е
сл
и 

(2
.7

) 
– 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 п
ер
во
го

 п
ор
яд
ка

, 
то

 е
го

 
ре
ш
ен
ие

 н
ах
од
ит
ся

 м
ет
од
ам
и,

 о
пи
са
нн
ы
м
и 
в 
ра
зд
ел
е 

1.
 Е
сл
и 
ур
ав
не
ни
е 

(2
.7

) 
не

 я
вл
яе
тс
я 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ы
м

 у
ра
вн
ен
ие
м

 п
ер
во
го

 п
ор
яд
ка

, 
то

 п
е-

ре
д 
на
м
и 
оп
ят
ь 
ст
ои
т 
за
да
ча

 р
еш

ен
ия

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 
вы

с-
ш
ег
о 
по
ря
дк
а.

 

П
ус
ть

 о
бщ

ее
 р
еш

ен
ие

 у
ра
вн
ен
ия

 (
2.

5)
 и
м
ее
т 
ви
д 

)
...

,
,

,
,

(
2

1
k

n
C

C
C

x
z





, 

то
гд
а 
пр
ом

еж
ут
оч
ны

й 
ин
те
гр
ал

 и
сх
од
но
го

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 

от
но
си
те
ль
но

 
y

 б
уд
ет

: 
)

...
,

,
,

,
(

2
1

)
(

k
n

k
C

C
C

x
y





. 
Д
ан
но
е 
ур
ав
не
ни
е 
яв

-
ля
ет
ся

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ы
м

 у
ра
вн
ен
ие
м

, д
оп
ус
ка
ю
щ
им

 п
он
иж

ен
ие

 п
ор
яд
ка

 
ви
да

 (
2.

4)
. П

ос
ле
до
ва
те
ль
но
е 
ин
те
гр
ир
ов
ан
ие

 э
то
го

 у
ра
вн
ен
ия

 в
ве
де
т 

k 
но

-
вы

х 
пр
ои
зв
ол
ьн
ы
х 
по
ст
оя
нн
ы
х.

 В
 р
ез
ул
ьт
ат
е 
по
лу
чи
м

 ф
ун
кц
ию

, 
за
ви
ся

-
щ
ую

 о
т 

n 
пр
ои
зв
ол
ьн
ы
х 
по
ст
оя
нн
ы
х,

 к
от
ор
ая

 и
 б
уд
ет

 я
вл
ят
ьс
я 
об
щ
им

 р
е-

ш
ен
ие
м

 у
ра
вн
ен
ия

 (
2.

5)
. 

П
р
и
м
е
р
 2
.2
. П

ро
ин
те
гр
ир
ов
ат
ь 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 

0
2





x
xy

y
. 

Δ
 Д

ан
но
е 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 в
то
ро
го

 п
ор
яд
ка

 я
вл
яе
тс
я 

ур
ав
не
ни
ем

, 
до
пу
ск
аю

щ
им

 п
он
иж

ен
ие

 п
ор
яд
ка

 в
ид
а 

(2
.5

),
 т
ак

 к
ак

 я
вн
о 
не

 
со
де
рж

ит
 ф
ун
кц
ии

 y
, 

1


k
. 

С
де
ла
ем

 з
ам
ен
у 

z
y


, 
z

y
y





)

(
. 
В

 р
ез
ул
ьт
ат
е 
по
лу
чи
м

 л
ин
ей

-
но
е 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 п
ер
во
го

 п
ор
яд
ка

 в
ид
а 

(1
.1

7)
 

2 x
xz

z





. 
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О
сн
овн

ы
е свой

ства р
еш

ен
и
й

 л
и
н
ей
н
ого одн

ор
одн

ого ди
ф
ф
ер
ен

-
ц
и
ал
ьн
ого ур

авн
ен
и
я: 

1
0. Е

сли ф
ункции 


x

y
1

 и 

x

y
2

 – частны
е реш

ения линейного одно-
родного диф

ф
еренциального уравнения (2.10), то ф

ункция 




x

y
x

y
2

1


 
такж

е является реш
ением

 этого уравнения. 

 
□

 П
усть ф

ункции 

x

y
1

 и 

x

y
2

 – частны
е реш

ения линейного одно-
родного диф

ф
еренциального уравнения (2.10). С

огласно определению
 ре-

ш
ения диф

ф
еренциального уравнения, каж

дая из этих ф
ункций обращ

ает 
уравнение (2.10) в тож

дество, т.е.  

0
...

1
1

1
)1

(1
1

)
(1


 








y

a
y

a
y

a
y

n
n

n
n

 
и 

0
...

2
2

1
)1

(
2

1
)

(
2













y
a

y
a

y
a

y
n

n
n

n
. 

Ф
ункция 





x

y
x

y
2

1


 будет являться реш
ением

 уравнения (2.10), 
если при подстановке ее в это уравнение вм

есто у получится верное равен-
ство. П

одставим
 ф
ункцию

 




x

y
x

y
2

1


 в уравнение (2.10). И
спользуя пра-

вило диф
ф
еренцирования сум

м
ы

 ф
ункций, получим

: 














 













2
1

2
1

1
)1

(
2

1
1

)
(

2
1

...
y

y
a

y
y

a
y

y
a

y
y

n
n

n
n

 




 









1

1
1

)1
(1

1
)

(1
...

y
a

y
a

y
a

y
n

n
n

n


2
2

1
)1

(
2

1
)

(
2

...
y

a
y

a
y

a
y

n
n

n
n











. 

Т
ак как вы

раж
ения в скобках равны

 нулю
, то ф

ункция 




x

y
x

y
2

1


 
обращ

ает уравнение в тож
дество, следовательно, по определению

 она яв-
ляется реш

ением
 диф

ф
еренциального уравнения (2.10).  ■

 

2
0. Е

сли ф
ункция 


x

y
1

 – есть частное реш
ение линейного однород-

ного диф
ф
еренциального уравнения (2.10) и 

1
C

 – постоянная, то ф
ункция 


x

y
C

1
1

 такж
е является реш

ением
 этого уравнения. 

□
 П
одставляя ф

ункцию
 


x

y
C

1
1

 в уравнение (2.10), получим
: 













 








1
1

1
1

1
)1

(
1

1
1

)
(

1
1

...
y

С
a

y
С

a
y

С
a

y
С

n
n

n
n


1

1
1

)1
(1

1
)

(1
1

...
y

a
y

a
y

a
y

С
n

n
n

n
 










. 

Т
ак как ф

ункция 

x

y
1

 по условию
 является реш

ением
 уравнения (2.10), 

то вы
раж

ение в скобках тож
дественно равно нулю

, а это значит, что ф
унк-

ция 

x

y
C

1
1

 является реш
ением

 диф
ф
еренциального уравнения (2.10). ■

 

3
0. 

С
ледствие 

из 
первы

х 
двух 

свойств: 
если 

ф
ункции 


x

y
1

, 




x

y
x

y
k

...,
,

2
 

)2
(


k

 – частны
е реш

ения линейного однородного диф
ф
е-
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ренциального уравнения (2.10), то лю
бая их линейная ком

бинация, то есть 
ф
ункция вида 











x

y
C

x
y

C
x

y
C

x
y

k
k







...
2

2
1

1
,                  (2.11) 

такж
е 
является 

реш
ением

 
линейного 

однородного 
диф

ф
еренциального 

уравнения 
(2.10) 

при 
лю

бы
х 

значениях 
произвольны

х 
постоянны

х 
k

C
C

C
,

,
,

2
1


. 

Д
оказательство аналогично доказательству первы

х двух свойств и 
состоит в их последовательном

 прим
енении. 

В
ид линейной ком

бинации частны
х реш

ений (2.11) при 
n

k


 анало-
гичен общ

ем
у реш

ению
 (так как содерж

ит n
 произвольны

х постоянны
х). 

П
оэтом

у логично поставить вопрос: нельзя ли так подобрать частны
е ре-

ш
ения 








x

y
x

y
x

y
n

...,
,

,
2

1
, чтобы

 ф
ункция 











x

y
C

x
y

C
x

y
C

x
y

n
n







...
2

2
1

1
 

являлась 
общ

им
 
реш

ением
 
линейного 

однородного 
диф

ф
еренциального 

уравнения (2.10). 
О
дним

 из необходим
ы
х условий того, чтобы

 ф
ункция 


x

y
 являлась 

общ
им

 реш
ением

 линейного однородного диф
ф
еренциального уравнения, 

является условие линейной независим
ости всех частны

х реш
ений 


x

y
i

 

(
n

i
,1


), так как если одно реш

ение вы
раж

ается через другое, то сокращ
а-

ется число произвольны
х постоянны

х. 

О
п
р
е
д
е
л
е
н
и
е
. С

овокупность n
 ф
ункций 








x

y
x

y
x

y
n

...,
,

,
2

1
, оп-

ределённы
х 

на 
некотором

 
пром

еж
утке 

)
,

(
b

a
, 

назы
вается 

линейно-
независим

ой сист
ем
ой ф

ункций на этом
 пром

еж
утке, если тож

дество 










0
...

2
2

1
1











x

y
x

y
x

y
n

n
 

вы
полняется только в случае 

0
...

2
1











n

. В
 противном

 случае, то 
есть когда сущ

ествует хотя бы
 один коэф

ф
ициент 

0



j

, совокупность 

ф
ункций 


x

y
1

, 




x

y
x

y
n

...,
,

2
 назы

вается линейно-зависим
ой сист

ем
ой 

ф
ункций на пром

еж
утке 

)
,

(
b

a
. 

О
п
р
е
д
е
л
е
н
и
е
. П

усть дана систем
а ф

ункций 







x

y
x

y
x

y
n

...,
,

,
2

1
, 

определённая на некотором
 пром

еж
утке 

)
,

(
b

a
. О
пределит

елем
 В
ронского 

или вронскианом
 данной систем

ы
 ф
ункций назы

вается определитель вида 

























x

y
x

y
x

y

x
y

x
y

x
y

x
y

x
y

x
y

nn
n

n

n n

)1
(

)1
(2

)1
(1

2
1

2
1

...

...
...

...
...

... ...










. 
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П
ус
ть

 
)

,
(

0
b

a
x


 и
 

0
0
)

(
y

x
y


, 

0
0
)

(
y

x
y





, 

…
, 

)1
( 0

0
)1

(
)

(





n
n

y
x

y
 

 

пр
ои
зв
ол
ьн
ы
е 
на
ча
ль
ны

е 
ус
ло
ви
я.

 П
ок
аж

ем
, 
чт
о 
пр
ои
зв
ол
ьн
ы
е 
по
ст
оя
н-

ны
е 

n
C

C
C

,
,

,
2

1


 м
ож

но
 п
од
об
ра
ть

 т
ак

, ч
то

 р
еш

ен
ие

 




)
(

...
)

(
)

(
2

2
1

1
x

y
C

x
y

C
x

y
C

x
y

n
n







 

пр
и 
эт
их

 з
на
че
ни
ях

 п
ос
то
ян
ны

х 
бу
де
т 
ча
ст
ны

м
 р
еш

ен
ие
м

, 
уд
ов
ле
тв
ор
яю

-
щ
им

 з
ад
ан
ны

м
 н
ач
ал
ьн
ы
м

 у
сл
ов
ия
м

. 
С
ос
та
ви
м

 с
ис
те
м
у 
ур
ав
не
ни
й:

 

  














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
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
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
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
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)
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)
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)
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(

0
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)1
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2
0

)1
( 1

1
)1

( 0

0
0

2
2

0
1

1
0

0
0

2
2

0
1

1
0

x
y

C
x

y
C

x
y

C
y

x
y

C
x

y
C

x
y

C
y

x
y

C
x

y
C

x
y

C
y

n n
n

n
n

n

n
n

n
n
















 

Д
ан
на
я 
си
ст
ем
а 
яв
ля
ет
ся

 н
ео
дн
ор
од
но
й 
си
ст
ем
ой

 n
 л
ин
ей
ны

х 
ал
ге
б-

ра
ич
ес
ки
х 
ур
ав
не
ни
й 
на

 n
 н
еи
зв
ес
тн
ы
х 

n
C

C
C

,
,

,
2

1


. О
пр
ед
ел
ит
ел
ь 
эт
ой

 

си
ст
ем
ы

 е
ст
ь 
оп
ре
де
ли
те
ль

 В
ро
нс
ко
го

 
)

(
0x

W
. 
Т
ак

 к
ак

 п
о 
ус
ло
ви
ю

 ф
ун
к-

ци
и 

)
(

...
,

),
(

),
(

2
1

x
y

x
y

x
y

n
 

 л
ин
ей
но

-н
ез
ав
ис
им

ы
е 
на

 
)

,
(

b
a

, т
о,

 в
 с
ил
у 
те
о-

ре
м
ы

 2
, 

0
)

(
0


x
W

. 
П
оэ
то
м
у 
си
ст
ем
а 
им

ее
т 
ед
ин
ст
ве
нн
ое

 р
еш

ен
ие

, 
ко
то

-

ро
е 
об
оз
на
чи
м

 
0

0 2
2

0 1
1

...
,

,
,

n
n

C
C

C
C

C
C





. П

од
ст
ав
ля
я 

0
0 2

0 1
...

,
,

,
n

C
C

C
 в

 

ра
ве
нс
тв
о 

(2
.1

4)
, 
по
лу
чи
м

 
ис
ко
м
ое

 
ча
ст
но
е 
ре
ш
ен
ие

 
ур
ав
не
ни
я 

(2
.1

0)
 











 x

y
C

x
y

C
x

y
C

x
y

n
n0

2
0 2

1
0 1

...






, 

уд
ов
ле
тв
ор
яю

щ
ее

 
на
ча
ль
ны

м
  

ус
ло
ви
ям

 
0

0
)

(
y

x
y


, 

0
0
)

(
y

x
y





, 

…
, 

)1
( 0

0
)1

(
)

(





n
n

y
x

y
. 
Э
то

 и
 о
зн
ач
ае
т,

 

чт
о 
ре
ш
ен
ие

 (
2.

14
) 
яв
ля
ет
ся

 о
бщ

им
 р
еш

ен
ие
м

 у
ра
вн
ен
ия

 (
2.

10
).

  ■
 

 
К
аж

до
й 

ли
не
йн
о-
не
за
ви
си
м
ой

 
си
ст
ем
е 

ф
ун
кц
ий

 
),

(
),

(
2

1
x

y
x

y
 

)
(

...
,

),
(

3
x

y
x

y
n

 с
оо
тв
ет
ст
ву
ет

 е
ди
нс
тв
ен
но
е 
ли
не
йн
ое

 о
дн
ор
од
но
е 
ди
ф
ф
е-

ре
нц
иа
ль
но
е 
ур
ав
не
ни
е,

 д
ля

 к
от
ор
ог
о 
да
нн
ая

 с
ис
те
м
а 
ф
ун
кц
ий

 я
вл
яе
тс
я 

ф
ун
да
м
ен
та
ль
но
й.

 

  
 Н
е 
су
щ
ес
тв
уе
т 
об
щ
их

 м
ет
од
ов

 д
ля

 н
ах
ож

де
ни
я 
в 
ко
не
чн
ом

 в
ид
е 
об

-
щ
ег
о 

ре
ш
ен
ия

 
ли
не
йн
ог
о 

од
но
ро
дн
ог
о 

ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 

ур
ав
не
ни
я 

(с
ущ

ес
тв
уе
т 
то
ль
ко

 в
 н
ек
от
ор
ы
х 
ча
ст
ны

х 
сл
уч
ая
х)

. 
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А
на
ло
ги
чн
о 
м
ож

но
 п
ок
аз
ат
ь,

 ч
то

 

:
,1
n

k



  

)
...

,
,

,
,

(
1

1

2

2
)

(





k

k
k

dy

p
d

dy

p
d

dydp
p

y


. 

П
оэ
то
м
у 
ур
ав
не
ни
е 

(2
.8

) 
по
дс
та
но
вк
ой

 (
2.

9)
 с
во
ди
тс
я 
к 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
о-

м
у 
ур
ав
не
ни
ю

 
)1

(


n
-г
о 
по
ря
дк
а:

 

)
...

,
,

,
,

(
2)2

(

1

1










n

n

n

n

dy

p
d

dydp
p

y
F

dy

p
d

. 

О
бщ

ее
 р
еш

ен
ие

 э
то
го

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 
да
ёт

 п
ро
м
еж
ут
оч

-
ны

й 
ин
те
гр
ал

: 

)
...

,
,

,
(

1
1





n

C
C

y
p

dxdy


. 

Р
еш

ая
 п
ол
уч
ен
но
е 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 с
 р
аз
де
ля
ю
щ
им

ис
я 

пе
ре
м
ен
ны

м
и,

 п
ол
уч
им

 о
бщ

ий
 и
нт
ег
ра
л 
ис
хо
дн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 

(2
.8

):
 

n
C

dx
dy





 
. 

П
р
и
м
е
р
 2
.3
. Н

ай
ти

 ч
ас
тн
ое

 р
еш

ен
ие

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 

y e
yy
 

, у
до
вл
ет
во
ря
ю
щ
ее

 н
ач
ал
ьн
ы
м

 у
сл
ов
ия
м

 



0
0


y
, 




1
0


 y
. 

Δ
  
Д
ан
но
е 
ур
ав
не
ни
е 
яв
ля
ет
ся

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ы
м

 у
ра
вн
ен
ие
м

 в
то

-
ро
го

 п
ор
яд
ка

, д
оп
ус
ка
ю
щ
им

 п
он
иж

ен
ие

 п
ор
яд
ка

 в
ид
а 

(2
.8

),
 т
ак

 к
ак

 я
вн
о 
не

 

со
де
рж

ит
 п
ер
ем
ен
ну
ю

 x
. 
С
де
ла
ем

 з
ам
ен
у 

),
(yp

y


 
dydp

p
y


. 
В

 р
ез
ул
ь-

та
те

 п
ри
хо
ди
м

 к
 у
ра
вн
ен
ию

 с
 р
аз
де
ля
ю
щ
им

ис
я 
пе
ре
м
ен
ны

м
и:

 

y
e

p
dydp

p


 
 

:
  


  
y

e
dydp


  


  
dy

e
dp

y


. 

И
нт
ег
ри
ру
я 
по
сл
ед
не
е 
ур
ав
не
ни
е,

 н
ах
од
им

: 





dy

e
dp

y


  
1

C
e

p
y



  


  
1

C
e

y
y



. 

О
дн
ов
ре
м
ен
но

 с
 н
ах
ож

де
ни
ем

 р
еш

ен
ия

 у
ра
вн
ен
ия

 н
ай
де
м

 з
на
че
ни
е 

пр
ои
зв
ол
ьн
ой

 п
ос
то
ян
но
й 

1
С

, и
сп
ол
ьз
уя

 н
ач
ал
ьн
ы
е 
ус
ло
ви
я:

 
0


y

 и
 

1
 y

 
пр
и 

0


x
: 

1
0

1
C

e



  


  
1

1
1

C



  


  
0

1


C
. 

Т
ак
им

 о
бр
аз
ом

, п
ро
м
еж

ут
оч
ны

й 
ин
те
гр
ал

 и
м
ее
т 
ви
д:

 
y

e
y


. 
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П
олученное уравнение такж

е является уравнением
 с разделяю

щ
им

и-
ся перем

енны
м
и, проинтегрируем

 его: 

y
e

dx dy


  
  

dx
e dyy


  

  





dx
e dyy

  
 


 













dx
y

d
e

y
  

  
2

C
x

e
y







. 

Значение произвольной постоянной 
2

С
 найдем

, используя начальное 
условие 

0


y
 при 

0


x
: 

2
0

0
C

e





  
  

1
2




C
. 

Т
огда частны

й интеграл диф
ф
еренциального уравнения: 

1






x

e
y

. 

Д
ля того чтобы

 получить частное реш
ение, вы

разим
 у из получивш

е-
гося уравнения: 

x
e

y





1
  

  


x
y





1

ln
  

  


x
y





1

ln
  

  
x

y



1

1
ln

.  ▲
 

 
2.2.4. У

р
ав
н
ен
и
я

, д
о
п
ускаю

щ
и
е

 п
о
н
и
ж
ен
и
е п

о
р
я
д
ка IV

 т
и
п
а 

 

К
 уравнениям

 IV
 типа относятся уравнения, однородны

е от
носи-

т
ельно неизвест

ной ф
ункции y и её производны

х: )
...,

,
,

,
(

)1
(

)
(





n

n
y

y
y

x
f

y
 

(уравнение 
не 

изм
еняется 

при 
зам

ене 
)

(
...,

,
,

n
y

y
y


 
на 

 
)

(
...,

,
,

n
yt

yt
yt


,  

0



t

). 
П
орядок этого уравнения м

ож
но понизить на одну единицу путём

 

зам
ены

 
z

y y
 

, где 
)

(x
z

z


 – новая неизвестная ф
ункция. 

П
р
и
м
е
р
 2.4. Н

айти реш
ение уравнения  

y y

y y


 
. 

Δ
 
В

 
данное 

уравнение 
подставим

 
вм
есто 

y
y

y


,
,

 
вы

раж
ения 

yt
yt

ty


,
,

: 

ty yt

yt yt


 
  

 
y y

y y


 
  (

0



t

). 

О
чевидно, что данное уравнение является однородны

м
 относительно 

y
y


,

 и 
y . С

делаем
 зам

ену 
y y

z



, получим

: 
yz

y
 

 и 
yz

y
z

y





 
.  
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П
олученная систем

а равенств есть совокупность нулевы
х начальны

х 
условий линейного однородного диф

ф
еренциального уравнения n-го по-

рядка (2.10), следовательно, ф
ункция 

)
( x

y
 есть реш

ение задачи К
ош

и. 
Э
той ж

е задаче удовлетворяет (то есть является её реш
ением

) и ф
ункция 




0


x
Y

 (справедливы
 и начальны

е условия, и линейное однородное диф
-

ф
еренциальное уравнение). В

 силу теорем
ы

 о сущ
ествовании и единственно-

сти реш
ения диф

ф
еренциального уравнения n-го порядка: 





x

Y
x

y


, т.е. 










0
...

2
2

1
1











x

y
x

y
x

y
n

n
, 

где 
0




j
. 
С
ледовательно, 

по 
определению

, 
систем

а 
ф
ункций 


x

y
1

, 





x

y
x

y
n

...,
,

2
 – линейно-зависим

ая, что противоречит условию
 теорем

ы
. 

П
оэтом

у сделанное предполож
ение неверно, и 

)
,

(
0

b
a

x



 вы

полняется 
условие 

0
)

(
0


x
W

 или 
0

)
(


x

W
 

)
,

(
b

a
x



.  ■

 

  О
пределитель В

ронского двух ф
ункций 


x

y
1

 и 

x

y
2

 им
еет вид 











x

y
x

y

x
y

x
y

y
y

W
2

1

2
1

2
1

)
,

(





.                                 (2.13) 

О
п
р
е
д
е
л
е
н
и
е
. Л

инейно-независим
ая систем

а n
 частны

х реш
ений 

линейного однородного диф
ф
еренциального уравнения (2.10) назы

вается 
ф
ундам

ент
альной сист

ем
ой реш

ений этого уравнения. 

Т
е
о
р
е
м
а
 2 (о ст

рукт
уре общ

его реш
ения линейного однородного 

диф
ф
еренциального уравнения). Е

сли 
)

(
...,

),
(

),
(

2
1

x
y

x
y

x
y

n
 – какая-либо 

ф
ундам

ентальная систем
а реш

ений линейного однородного диф
ф
еренци-

ального уравнения (2.10) на пром
еж

утке 
)

,
(

b
a

, то общ
ее реш

ение этого 
уравнения им

еет вид 


),
(

...
)

(
)

(
2

2
1

1
x

y
C

x
y

C
x

y
C

x
y

n
n







                   (2.14) 

где 
i

C
 (

n
i

,1


) – произвольны
е постоянны

е. 

□
 Ф

ункция 



)
(

...
)

(
)

(
2

2
1

1
x

y
C

x
y

C
x

y
C

x
y

n
n







 является реш
ени-

ем
 диф

ф
еренциального уравнения (2.10) в силу третьего свойства реш

ений 
линейного однородного диф

ф
еренциального уравнения n-го порядка при 

лю
бы

х значениях постоянны
х 

n
C

C
C

...,
,

,
2

1
. Д

ля того чтобы
 доказать, что 

эта ф
ункция является общ

им
 реш

ением
 уравнения (2.10), достаточно уста-

новить, что из него м
ож

но вы
делить частное реш

ение, удовлетворяю
щ
ее 

заданны
м

 начальны
м

 условиям
. 
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О
пр
ед
ел
ит
ел
ь 
В
ро
нс
ко
го

 я
вл
яе
тс
я 
ф
ун
кц
ие
й 
ар
гу
м
ен
та

 
x

, 
оп
ре
де

-
ле
нн
ой

 н
а 
пр
ом

еж
ут
ке

 
)

,
(

b
a

, 
и 
об
оз
на
ча
ет
ся

 
)

...
,

,
,

(
2

1
ny

y
y

W
 и
ли

 п
ро
ст
о 

)
( x

W
. Т
е
о
р
е
м
а
 1

 (
об

 у
сл
ов
ии

 л
ин
ей
но
й 
не
за
ви
си
м
ос
т
и 
ре
ш
ен
ий

 л
ин
ей
но
го

 
од
но
ро
дн
ог
о 

ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 

ур
ав
не
ни
я)

. 
Е
сл
и 

си
ст
ем
а 

ф
ун
кц
ий

 







 x

y
x

y
x

y
n

...
,

,
,

2
1

, о
пр
ед
ел
ён
на
я 
на

 н
ек
от
ор
ом

 п
ро
м
еж

ут
ке

 
)

,
(

b
a

: 

1)
 я
вл
яе
тс
я 
ли
не
йн
о 
не
за
ви
си
м
ой

 с
ис
те
м
ой

; 

2)
 с
ос
то
ит

 и
з 
ча
ст
ны

х 
ре
ш
ен
ий

 л
ин
ей
но
го

 о
дн
ор
од
но
го

 д
иф

ф
ер
ен

-
ци
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 

(2
.1

0)
; 

то
 

)
,

(
b

a
x



: 

0
)

(


x
W

. 

□
  
И
сп
ол
ьз
уе
м

 м
ет
од

 д
ок
аз
ат
ел
ьс
тв
а 

«о
т 
пр
от
ив
но
го

».
 П

ре
дп
ол
о-

ж
им

, 
чт
о 
су
щ
ес
тв
уе
т 
не
ко
то
ра
я 
то
чк
а 

)
,

(
0

b
a

x


, 
в 
ко
то
ро
й 

0
)

(
0


x
W

. 
Р
ас
см
от
ри
м

 с
ис
те
м
у 

  





































.0

)
(

...
)

(
)

(

,0
)

(
...

)
(

)
(

,0
)

(
...

)
(

)
(

0
)1

(
0

)1
( 2

2
0

)1
( 1

1

0
0

2
2

0
1

1

0
0

2
2

0
1

1

x
y

x
y

x
y

x
y

x
y

x
y

x
y

x
y

x
y

n n
n

n
n

n
n

n
n








   

   
   

(2
.1

2)
 

С
ис
те
м
а 

(2
.1

2)
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