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ВВЕДЕНИЕ 

Данное учебно-методическое пособие по математике составлено на 
основе личного опыта проведения практических занятий со студентами 
инженерных и экономических специальностей. В частности, оно предна-
значено для студентов технических направлений: «Тепловые электриче-
ские станции», «Кораблестроение и океанотехника», «Авиа- и ракетостро-
ение», а также для студентов экономических направлений: «Менеджмент 
организации», «Финансы и кредит», «Бухгалтерский учет, анализ и аудит»  
очной и заочной форм обучения. 

Целью настоящего пособия является формирование у студентов 
навыков решения практических задач без помощи преподавателя.  

Пособие состоит из шести разделов. В первом разделе излагаются 
основные понятия функции. Второй раздел рассматривает построение гра-
фика сложной функции путём преобразований исходного графика элемен-
тарной функции. В третьем разделе описаны основные приёмы, использу-
емые при вычислении пределов функции. Четвертый раздел посвящен ис-
следованию функций на непрерывность и эскизированию графика функ-
ции. В пятом изложен практикум, содержащий подробные указания к ре-
шению задач. В шестом разделе представлены задачи для самостоятельно-
го решения, снабженные ответами. 

В начале каждого раздела приводятся основные теоретические све-
дения и методические указания для решения типовых задач, сопровождае-
мые подробными решениями. 

Учебно-методическое пособие будет полезно студентам нематемати-
ческих специальностей в объеме действующих программ по дисциплине 
«Математика». 

 
1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ФУНКЦИИ 
 
Математический анализ изучает связь между совместно изменяю-

щимися числовыми переменными, не рассматривая их конкретный физи-
ческий или социальный смысл. Базовым понятием в математическом ана-
лизе является понятие функции. 

 
1.1. Понятие функции 
 
Числовые переменные в математическом анализе чаще всего обозна-

чаются буквами: х, у и т.д. Переменная считается заданной, если указано 
множество значений, которые она может принимать. Под множеством по-
нимается совокупность объектов, объединённых по указанному правилу. 
Множества обозначаются прописными буквами латинского алфавита, 
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например, Х, Y, а его элементы, соответственно, – строчными: х, y. В слу-
чае, если элемент х принадлежит множеству Х, пишут хХ, в противном 
случае хХ или Xx  . Если множество Х состоит из элементов 

n21 x...,х,х , то используют запись  n21 x...,х,хX  .  
Если элементы множества Х имеют общий формальный признак, за-

даваемый условием Р(х), то символически это обозначается в виде 

  хРхX  . Например: 

 отрезок:    bxaхb;a  ;  

 полуинтервал:    bxaхb;a  ,    bxaхb;a  ,    bxхb;  , 

   axх;a  ;  

 интервал    bxaхb;a  ;    axх;a  ;    axха;  ; 

   Rxх;  , где R  множество действительных чисел. 

Одним из основных в математическом анализе является понятие 
функции1. Рассмотрим ее определение, базируясь на понятии множества. 

Определение. Пусть даны два числовых множества X и Y, для кото-
рых по определенному закону f каждому элементу множества хХ ставит-
ся в соответствии единственный элемент Yy , тогда говорят, что на 
множестве Х задана функция  xfy  . При этом х называют аргументом 
(независимой переменной) функции, а у – значением функции (зависимой 
переменной).  

Пары зависимых значений х и у часто записывают в виде координат 
точки М(х; у). 

Примечание. Запись  xfy   наиболее распространена из-за ком-
пактности. При этом множество Х называется областью определения 
функции (ООФ), а множество Y – областью изменения функции (ОИФ) 
или областью ее значений.  

Кроме символов у, f, обозначающих функцию, часто используют та-
кие символы, как F, Ф, g, φ и т.п. 

Функция считается заданной, если заданы ООФ и закон f, устанавли-
вающее соответствие между значениями независимой и зависимой пере-
менными.  

Если одному значению х соответствует два значения у, то говорят, 
что задана двузначная функция  xfy  .  

                                                 
1 Термин функция впервые появился в 1673 г. в работе Лейбница. Под функциями Лейбниц понимал не-
которые отрезки прямых. В 1718 г. И. Бернулли дал определение функции как аналитического выраже-
ния, состоящего из переменной и постоянной величин, и применил обозначение φх (без скобок). В 1734 г. 
Эйлер впервые предложил обозначение f(x).  
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Например, дано уравнение 0yx 2  . Разрешая его относительно 

переменной у, получаем: xy  . Откуда следует, что при одном значе-
нии независимой переменной х, функция  xfy   имеет два значения: 

 xy 1  ,  xy 2  . Например, при х = 4 первое значение функции равно 

 24y1  , а второе – 24y 2  .  
Примечание. Пары зависимых значений х и у в рассмотренном 

примере можно записать в виде координат точек  )2;4(М1  и )2;4( М2  . 

Правило, устанавливающее соответствие между х и у, может быть 
реализовано несколькими способами задания функции. Рассмотрим наибо-
лее распространенные из них. 

 
1.2. Способы задания функции 
 
Табличный способ. При таком задании функции составляется табли-

ца, содержащая значения аргумента х из ООФ и соответствующие им зна-
чения функции у.  

Например, табл. 1.1 задает функцию хеy   из области её определе-
ния на отрезке [0; 0,05].  

 

Таблица 1.1

Таблица значений функции хеy   

Значение аргумента х 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 

Значение функции у 1,000 0,9900 0,9802 0,9704 0,9608 0,9512
 
Табличный способ широко используется в учебно-методических из-

даниях и справочниках, например, в таблицах Брадиса2.  
Вышеописанный способ задания функции имеет один недостаток – 

громоздкость таблиц. 
Графический способ. В этом случае создается визуальный образ 

функциональной зависимости  xfy  .  
Графиком функции  xfy   называется геометрическое место точек 

на плоскости, координаты которых связаны указанной функциональной 
зависимостью.  

Рассмотрим приёмы графического способа задания функции в декар-
товой и полярной системах координат (СК).  

                                                 
2 Здесь речь идет о четырехзначных математических таблицах В.М. Брадиса. 
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Декартова прямоугольная система координат ХОY3.  
Декартова прямоугольная система координат ХОY считается задан-

ной, если указаны положительные направления осей, начало координат и 
единичный отрезок, задающий масштаб (рис. 1.1). Проведем на плоскости 
две взаимно перпендикулярные оси: горизонтальную ОХ (ось абсцисс) и 
вертикальную OY (ось ординат). Положительным направлением оси ОХ 
считается направление от начала координат слева направо, а для оси ОY – 
снизу вверх. Точку пересечения координатных осей обозначают точкой О 
и называют началом системы координат. Масштаб задается в виде от-
резка единичной длины.  

Координатные оси делят плоскость на четыре части, каждая из кото-
рых называется координатной четвертью или квадрантом. На рис. 1.1 
изображены декартова система координат ХОY, квадранты и знаки коор-
динат точек по четвертям.   

 
Декартовыми прямоугольными координатами произвольной точки 

М на плоскости называется упорядоченная пара чисел (х; у). Первая ко-
ордината называется абсциссой, вторая – ординатой. Важно отметить, что 
для точек: 

 лежащих на оси ОХ, ордината у = 0;   
 лежащих на оси OY, абсцисса х = 0;  
Точка О – начало координат, ее координаты х = 0, у = 0 или О (0; 0). 
Для определения координат точки М необходимо провести из нее 

две прямые, перпендикулярные осям ОХ и ОY, а точки пересечения с ося-
ми обозначить, соответственно, хм и ум. На рис. 1.2 изображены точки с 
координатами: М (хм; ум), М1 (-5; 0) и М2 (0; -3), М3 (4; - 2). 

 

                                                 
3 Система названа по фамилии автора Рене Декарта (1596 – 1650 гг.) – французского философа, матема-
тика,  физика, физиолога. 

Рис. 1.1. Задание декартовой системы координат.  
Квадранты, знаки координат точек по четвертям  

0 

у 

х 

              II 
         x<0, y>0 

1 

               I 
          x>0, y>0 

 

           x>0, y<0 
 IV 

 

         x<0, y<0 
              III 
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При построении графика функции в рамках отрезка [а; b] на оси ОХ 

вначале обозначают границы отрезка, точки а и b. Для этих и промежуточ-
ных значений х  (а; b) вычисляются соответствующие значения функции 

 xfy  . Получают координаты точек А(а;  аf ), В(b;  bf ), М(х;  xf ) и 

т.д. (рис. 1.3). Совокупность множества точек в виде кривой L характери-
зует график функции  xfy   на отрезке [а; b].  

Вместо отрезка [а; b] график можно строить на полуинтервале и ин-
тервале.  

Полярная система координат. 
Для построения полярной СК изобразим на плоскости луч ОР с 

началом в точке О и отрезок ОЕ единичной длины. Луч ОР называется по-
лярной осью, точка О – полюсом, отрезок ОЕ – единичным отрезком, 
задающим масштаб изображения.  

Пусть М – произвольная точка плоскости. В полярной СК пара чисел 
ρ и φ называется полярными координатами точки М и обозначаются 
М(ρ; φ) (рис. 1.4). Здесь ρ – полярный радиус точки М, равный длине от-
резка ОМ, φ – полярный угол, отсчитываемый против часовой стрелки от 
полярной оси ОР до полярного радиуса ρ.  

Рис. 1.2. Декартова система координат. Изображение точек  
М (хм; ум), М1 (-5; 0) и М2 (0; -3), М3 (4; - 2) 

4 

-2 М3  

у 

-3 

х 1 хм -5 

M1 

М2  

0 

М ум 

Рис. 1.3. Графическое задание функции в декартовой СК 

М(х; f(x)) 

A 

у 

0 х х a b 

B 

f(x) 

L 
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Например, для точки М1, изображённой на рис. 1.4, полярные коор-
динаты равны ρ = 2, φ = /4. Используется запись М1(2; π/4).  

Рассмотрим уравнения связи между декартовыми (х; у) и полярными 
(ρ; φ) координатами одной и той же точки М на плоскости. Для этого сов-
местим полюс полярной СК с началом декартовой, а полярную ось – с по-
ложительной полуосью ОХ. 

Из геометрического анализа рис. 1.5 следует, что при известных по-
лярных координатах декартовы координаты вычисляются по формулам  

 siny;cosх . 

Обратная задача. Если известны декартовы координаты (х; у), то по-
лярные координаты определяются по формулам 

.
ух

y
sin,

ух

x
cos,ух

2222

22





  

Полярная СК, благодаря иногда более простым функциональным 
выражениям, имеет преимущества перед декартовой системой. Например, 
кривая второго порядка – окружность, с центром в начале координат и ра-
диусом R. В полярной системе координат описывается функцией   R . 
В декартовой системе эта же окружность описывается или двумя функ-

Рис. 1.4. Полярная система координат 

М1 

π/4 

М 

ρ 

0 Р Е 

φ

Рис. 1.5. Связь между полярными и декартовыми координатами  

R 1 

ρ 
М 

у  
222 Rух

R





х

φ 

ρ х 0 

у 
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циями 22

1 хRу   и 22

2 хRу  , или одной неявно заданной функ-

цией 222 Rух   (см. рис. 1.5). 
Достоинство графического способа задания функции заключается в 

легко анализируемых образах графиков функций, а недостаток способа – 
ограниченной длине осей координат и зависимости деталей графика от 
масштаба изображения.  

Аналитический способ задания функции. 
Данный способ является самым распространённым в математиче-

ском анализе. Функции задаются с помощью формул, указывающих дей-
ствия, которые необходимо произвести над аргументом х, чтобы получить 
соответствующее значение функции у.  

Например, аналитическим способом задана функция 
6х

1х
ху

2

3




 . 

Требуется найти её значение в точке х = 5. Подставив в формулу вместо 
символа х число 5, получим значение функции, обозначаемое  5y  и опре-
деляемое с помощью следующих действий: 

 
19

2
125

65

15
55y

2
3 




 . 

При аналитическом способе задания функции под ООФ понимается 
множество значений аргумента х, при которых выполнимы все действия, 
указанные в формуле  xfy  . Нахождение ООФ зачастую превращается в 
самостоятельную задачу и нередко сводится к составлению системы нера-
венств, регламентирующих значения х. 

Например, область определения функции 
6х

1х
ху

2

3




  зависит от 

выполнения двух условий:  
 подкоренное выражение должно быть неотрицательным, 01х  ; 
 знаменатель должен быть отличен от нуля, 06х 2  . 
Для нахождения ООФ на основе этих условий составляем и решаем 

систему 










.06x

;01x
2

 








.6x

;1x

 
Изобразим геометрическую интерпретацию ООФ. 
Знак неравенства «», следовательно, точка х = 1 принадлежит 

ООФ, изобразим ее на числовой оси ОХ, закрашенным кружком.  

Точки 6х   не принадлежат ООФ, изобразим их незакрашенны-
ми кружками.  
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ООФ являются все значения х числовой оси ОХ, лежащие правее 

точки 1х  , включая саму точку, за исключением точки 6х . 

Таким образом, ООФ является совокупность полуинтервала  6;1  

и интервала  ;6 , изображенных на рис. 1.6.  

 
Ответ:     ;66;1х .    ■ 
Аналитический способ удобен для описания сложных функций. 
Определение. Зависимость   xfy   называется сложной функ-

цией переменной х, в которой  xf  является промежуточным аргументом, 
х – конечным аргументом, а  uy   – внешней функцией, где  xfu  .  

Сложные функции называются элементарными, если они построены 
из трансцендентных (элементарных) функций с помощью конечного числа 
арифметических действий.  

Например, сложная функция xsiny 5  может быть представлена как 

  xfy  , где   xsinxfu   – промежуточный аргумент, а   5uuy   
– внешняя.  

Например, сложная функция 1xlg
5х

хxsin
y 3

х33

2





  – элементар-

ная, а сложная функция хy   элементарной не является, т.к. в ней не 

применяются арифметические действия.  
Сложная функция  3 1xsinlny   демонстрирует трехступенчатую 

функциональную зависимость функции у от аргумента х:    xfgy  . 
Область определения сложной функции исследуется по таким же 

схемам, как и для элементарных функций.  
В табл. 1.2 в качестве справочного материала рассмотрены области 

определения сложных функций у с промежуточными аргументами f (x) и 
g (x)4. 

 
 
 

                                                 
4Иимеются в виду аналитически заданные функции f (x) и g (x), определенные на всей числовой оси ОХ 

Рис. 1.6. Область определения функции 
6х

1х
ху

2

3




  

х 616
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Таблица 1.2

Области определения элементарных функций 

№ Функция 
Общий вид 
функции 

Область 
определения  
функции 

1 Степенная   n)x(fy   f(х)  R, nN 

1.1 
Иррациональная:  
алгебраический корень 
нечетной степени 

1n2 )x(fy   f(х)  R, nN 

1.2 
Иррациональная:  
алгебраический корень 
четной степени 

n2 )x(fy   f(х) ≥ 0, nN 

2 Дробно-рациональная 
)x(g

)x(f
у   g(x) ≠ 0 

3 Показательная 
)x(fay   

a ≠ 1, а > 0 
f(х)  R 

4 Показательно-степенная )x(f)x(gy   







.1)x(g,0)x(g

,R)x(f
 

5 Логарифмическая )x(flogy )x(g  







.1)x(g,0)x(g

,0)x(f
 

6 Тригонометрические функции

6.1 Косинус y = cos(f(x)) f(х)  R 

6.2 Синус y = sin(f(x)) f(х)  R 

6.3 Тангенс y = tg(f(x)) cos(f(x)) ≠ 0 

6.4 Котангенс y = ctg(f(x)) sin(f(x)) ≠ 0 

7 Обратные тригонометрические функции 

7.1 Арксинус y = arcsin(f(x)) │f(x)│≤ 1 

7.2 Арккосинус y = arccos(f(x)) │f(x)│≤ 1 

7.3 Арктангенс y = arctg(f(x)) f(x)  R 

7.4 Арккотангенс y = arcctg(f(x)) f(x)  R 

 
Рассмотрим аналитический способ задания ещё двух видов функций: 

составной и неявно заданной. 
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Определение. Составной называется функция, заданная с помощью 
нескольких формул для различных значений аргумента. Она записывается 
в виде системы функциональных выражений.  

В качестве примера на рис. 1.7 изображена составная функция, за-
данная в виде системы трех функциональных выражений: 

 
















,2x,27x9

;2x1,1x

;1x,2x

у 3

2

 

В точке 1х  функция терпит конечный разрыв. 
Составную функцию иногда называют кусочно-аналитической. Од-

нако, в частном случае, она может описываться только одним функцио-
нальным выражением. 

Неявно заданной называется функция, не разрешенная относительно 
у. В общем виде функция характеризуется уравнением   0y;xF  . Как 
правило, если существует возможность, то неявно заданную функцию пре-
образуют к виду явно заданной. Например, если уравнение 04x5yx2   
разрешить относительно у, то получим явно заданную функцию 

2x

4x5
y


 .  

Не всякое уравнение можно преобразовать к явному заданию функ-
ции. Например, уравнение     0хysinxyxln   невозможно разрешить 
относительно у.  

Рис. 1.7. График составной функции 
(масштаб по оси ОХ в 2 раза больше масштаба по оси ОY) 

 22xy 

x 0  -1 2 

y
9

1

-2 

1xy 3  27x9y 

3 
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1.3. Основные свойства функции 
 
Свойство 1. Чётность функции.  
Функция  xfу   называется четной, если для любых значений х, 

принадлежащих ООФ, выполняется тождество  
   xfxf  . 

График четной функции симметричен относительно оси ординат, что 
проиллюстрировано графиком функции хсosу   на рис. 1.8, а. 

Свойство 2. Нечётность функции. 
Функция  xfу   называется нечетной, если для любых значений х, 

принадлежащих ООФ, выполняется тождество: 
   xfxf  . 

График нечетной функции симметричен относительно начала СК. 
Пример нечетной функции: хarctgу   (рис. 1.8, б). 

Свойство 3. Периодичность функции.  
Функция  xfу   называется периодической, если существует такое 

число Т  0, что для любых значений х, принадлежащих ООФ, выполняет-
ся тождество:   

     ТxfТxfxf  , 
где Т – const.  

Число Т называется периодом функции.  
Период функции вида  xkfу   равен T/k, где k – const,  k  0. 
Типичными примерами периодических являются тригонометриче-

ские функции: xsinу   и xсоsу   с периодом Т = 2, xtgу   и xсtgу   

с периодом Т = .  
Исследование периодической функции целесообразно проводить в 

пределах одного периода. Этого бывает достаточно, чтобы оценить харак-
тер поведения функции за пределами исследуемого фрагмента (рис. 1.9). 

Рис. 1.8. Графики функций, обладающих свойством симметрии:  
а – четная функция y = cos x; б – нечётная функция y = arctg x 

x0 

1 

-1 

у 

π 

y = соsx 

-π 

а) 

-1 
- π/4 

y = arctgx у

х0 

‐π/2

π/2 

б) 

π/4 

1
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Свойство 4. Нуль функции. 
Определение. Нулем функции  xfy   называется значение аргу-

мента х, при котором функция y равна нулю.  
Для нахождения нулей функции  xfу   необходимо решить урав-

нение   0xf  . Действительные корни этого уравнения можно интерпре-
тировать как нули функции. Справедливо и обратное утверждение.  

На графике функции нули представляют собой точки пересечения 
или касания графика функции с осью ОХ.  

Например, найдем нули функции х12хy 3  .  

Решим уравнение 0х12х3  :  
  012хх 2  ; 

  


















.32x

;0x

.012х

;0х

3,2

1

2
 

Нулями рассматриваемой функции стали три точки на оси абсцисс: 
0х1  , 32х2  , 32х3  . В этих точках график функции, изображен-

ный на рис. 1.10, пересекает ось ОХ.  

Не каждая функция имеет нули. Например, графики функций хеу  , 

3ху 2   не касаются и не пересекают ось ОХ.  

Рис. 1.9. График периодической функции y = f(x) с периодом T 

0 x

y Период функции Т
y = f(x) 

x х+Т x-Т 

Рис. 1.10. Нули функции х12ху 3   

y 

0 х 32- 32    

Нули функции 
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С целью формирования вычислительных навыков рассмотрим задачу 
нахождения области определения функции. 

Пример 1.1. 

Найти область определения функции 
8х4

х915х5
y

2




  и построить 

её геометрическую интерпретацию на числовой оси ОХ.  
РЕШЕНИЕ  
Шаг 1. Анализ условия формирования ООФ. 
Данная функция дробно-иррациональная.  
ООФ регламентируется выполнением двух условий (см. табл. 1.2,  

пп. 1.2 и 2): 
 подкоренное выражение неотрицательно: 015х5  ; 
 знаменатель дроби отличен от нуля: 08х4  . 
ООФ запишем в виде системы: 








.08х4

;015х5
 

Шаг 2. Решение системы, регламентирующей ООФ. 

Решим данную систему относительно х: 















.2х

;3х

.8х4

;15х5
 

Шаг 3. Графическая интерпретация ООФ. 
Знак неравенства « 0 », следовательно, точка 3х   принадлежит  

ООФ, изобразим ее на числовой оси ОХ закрашенным кружком. Точка 
2х   не принадлежит ООФ, изобразим её незакрашенным кружком.  
ООФ являются все значения х числовой оси ОХ, лежащие правее 

точки 3х  , включая саму точку, за исключением точки 2х .  
Таким образом, ООФ является совокупность полуинтервала  2;3  

и интервала  ;2  выделенных штрихом (рис. 1.11).  

Ответ: ООФ:     ;22;3х .  ■ 
Пример 1.2.  

Найти область определения функции
   6log

x28

9x4
arcsiny 2x2 












 

и построить её геометрическую интерпретацию.   

Рис. 1.11. Геометрическая интерпретация ООФ 
8х4

х915х5
y

2




  

х 2-3
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РЕШЕНИЕ  
Шаг 1. Анализ условия формирования ООФ. 

Дана составная функция   6log
x28

9x4
arcsiny 2x2 











 . 

Область определения данной функции регламентируется выполнени-
ем двух условий (см. табл. 1.2, пп. 7.1 и 5):  

 модуль аргумента арксинуса не больше единицы: 1
x28

9x4





; 

 основание логарифмической функции положительно и не равно 
единице: 12х2,02х2  . 

ООФ запишем в виде системы: 

 

 
 





















3.12х2

2,02х2

1,1
x28

9x4

 

Шаг 2. Решение неравенства (1) системы, регламентирующей 
ООФ. 

Неравенство (1) равносильно системе двух неравенств (а) и (b): 






















)b(.1
х28

9х4

)a(,1
х28

9х4

1
x28

9x4
 

Применим метод интервалов для решения неравенств (а) и (b): 

1
x28

9x4





, 

01
x28

9x4





, 

 
,0

x28

х2819x4





 

,0
x28

х289x4





 

.0
x28

1x6





 

Найдем нули функции, решив уравнение, вытекающее из неравенства:  































.4х

,
6

1
х

;8х2

,1х6

;0х28

,01х6
0

x28

1x6
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Знак неравенства (а) « 0 », следовательно, точка 
6

1
х  принадле-

жит ООФ, изобразим ее закрашенным кружком. Точка 4х   не принад-
лежит ООФ, изобразим ее незакрашенным кружком. Эти точки делят чис-

ловую ось на два полуинтервала 




 

6

1
; , 





 4;

6

1
 и интервал  ;4 . 

Определим знаки функции 
x28

1x6
)x(f




  на этих промежутках в произ-

вольно взятых точках5.  
Итак, если: 

 




 

6

1
;х , можно выбрать значение 1х  : 

   
  0

2

1

10

5

28

16

128

116
1f 














 ; 

 




 4;

6

1
х , можно выбрать значение 0х  : 

  0
8

1

08

10

028

106
0f 








 ; 

   ;4х , можно выбрать значение 5х  : 

  0
2

31

108

130

528

156
5f 











 . 

Знаком «+» отметим полуинтервал 




 4;

6

1
, а знаком «−» – полуин-

тервал 




 

6

1
;  и интервал  ;4 .  

Знак неравенства (а) « 0 », следовательно, его решением являются 
промежутки, отмеченные знаком «−». Выделим их штрихом (рис. 1.12). 

Вывод: решением неравенства (а) является совокупность значений 

 




  ;4

6

1
;х .  

Аналогично решим неравенство (b):  

1
x28

9x4





, 

01
x28

9x4





, 

                                                 
5 Так как исследуемая функция дробно-линейная, достаточно определить ее знак на одном из интервалов. 
На соседних интервалах знаки меняются на противоположные, т.е.  чередуются. 
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 
,0

x28

х2819x4





 

,0
x28

х289x4





 

.0
x28

17x2





 

Найдем нули функции, решив уравнение, вытекающее из неравенства:  































.4х

,2
17х

;8х2

,17х2

;0х28

,017х2
0

x28

17x2
 

Знак неравенства (b) « 0 », следовательно, точка 
2

17
х   принад-

лежит ООФ, изобразим ее на числовой оси закрашенным кружком. Точка 
4х   не принадлежит ООФ, изобразим ее на числовой оси незакрашен-

ным кружком.
   

Эти точки делят числовую ось на два полуинтервала 




 

2

17
;  и  






 4;

2

17
, интервал  ;4 . Определим знаки функции 

x28

17x2
)x(f




  в 

произвольно взятых точках соответствующих промежутков.  
Итак, если:

 
 




 

2

17
;х , можно выбрать значение 10х  : 

   
  0

28

3

208

1720

1028

17102
10f 











 ; 

 




 4;

2

17
х , можно выбрать значение 0х  : 

  0
8

17

08

170

028

1702
0f 








 ; 

Рис. 1.12. Геометрическая интерпретация решения неравенства (а) 

х4
6

1
  

+ 
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   ;4х , можно выбрать значение 5х  : 

  0
2

27

108

1710

528

1752
5f 











 . 

Отметим знаком «+» полуинтервал 




 4;

2

17
, а знаком «−» – полуин-

тервал 




 

2

17
;  и интервал  ;4 . 

Знак неравенства (b) « 0 », следовательно, его решением является 
полуинтервал, отмеченный знаком «+». Выделим его штрихом (рис. 1.13). 

Вывод: решением неравенства (b) является полуинтервал 






 4;

2

17
х .  

Обобщая решения неравенств (a) и (b), получим: 

 






















 
























.4;
2

17
х

,;4
6

1
;х

;1
х28

9х4

,1
х28

9х4

1
x28

9x4
 

Вывод: решением неравенства (1) является отрезок 



 

6

1
;

2

17
х , 

как результат пересечения заштрихованных областей (рис. 1.14). 

Шаг 3. Решение неравенства (2) системы, регламентирующей 
ООФ. 

02х2  ; 
;2х2   

1х  . 
Вывод: решением неравенства (2) является интервал   ;1 . 

Рис. 1.14. Геометрическая интерпретация решения неравенства (1) 

х 4 
2

17
  

6

1


Рис. 1.13. Геометрическая интерпретация решения неравенства (b) 

х 4 
2

17

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Шаг 4. Решение уравнения (3) системы, регламентирующей ООФ. 
12х2  ; 

;1х2   

Вывод: 
2

1
х  . 

На числовой оси ОХ точку х = - 1/2 изобразим незакрашенным 
кружком. 

Шаг 5. Обобщим решения неравенств (1), (2) и уравнения (3). 

Получим: 

 

 
 

 






















 























.
2

1
x

,;1х

,
6

1
;

2

17
х

3.12х2

2,02х2

1,1
x28

9x4

 

Геометрическая интерпретация решения системы представлена на 
рис. 1.15. 

Вывод: окончательным решением системы является совокупность 

значений 




 






 

6

1
;

2

1

2

1
;1х , как результат пересечения заштрихо-

ванных областей. 
Шаг 6. Геометрическая интерпретация ООФ. 

На оси ОХ выделим штрихом интервал 





 

2

1
;1  и полуинтервал, 






 

6

1
;

2

1  (рис. 1.16).  

Ответ: ООФ: 




 






 

6

1
;

2

1

2

1
;1х . 

Рис. 1.16. ООФ   6log
x28

9x4
arcsiny 2x2 











  

х -1 
2

1
  

6

1
  

х 
2

17
  

6

1


 

-1 
2

1


Рис. 1.15. Геометрическая интерпретация решения системы 
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2. ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКОВ ФУНКЦИЙ С ПОМОЩЬЮ  
    ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 
 
2.1. Элементарные преобразования графика 
 
Типичный способ построения графика заключается в визуализации 

нескольких точек графика с последующим проведением сглаживающей 
кривой. Исходной информацией при таком способе является таблица коор-
динат точек, составленная с помощью формулы, характеризующей функцию. 

Рассмотрим способ построения графика, в котором исходной инфор-
мацией служит график простейшей функции  xfy  . Способ основан на 
следующих элементарных преобразованиях графика  xfy  : 

 параллельный перенос графика;  
 сжатие вдоль оси ОХ или ОY; 
 растяжение вдоль оси ОХ или ОY; 
 отражение относительно оси ОХ или ОY. 
Способ эффективно применять при построении графиков таких 

функций, как:  
  dxfy  ,      cxfy  ;  
 xbfy  ,          xfay  ;  
 xfy  ,         xfy  ; 
 xfy  ;  

 xfy  . 

В табл. 2.1 проиллюстрированы приемы элементарных преобразований. 
 

Таблица 2.1

Элементарные преобразования графика функции  xfy   

Функция, график 
которой необходи-

мо построить  

Элементарные преобразова-
ния графика функции y = f(x) 

Результат преобразования  
графика функции 

1 2 3 

1.   ,dхfy   
d > 0 

Параллельный перенос 
График функции y = f(х) + d 
получается параллельным 
переносом графика y = f(х) на 
d единиц вверх вдоль оси 
ОY. Ординаты всех точек 
графика функции y = f(х)+ d 
увеличиваются на d единиц, 
а соответствующие абсциссы 
остаются неизменными 

 

y = f(x)

x 

y 

0 

y = f(x)+d

d  
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Продолжение табл. 2.1
1 2 3 

2.   ,dхfy   
d > 0 

Параллельный перенос 
График функции y = f(х) – d 
получается параллельным 
переносом графика y = f(х) на 
d единиц вниз вдоль оси ОY. 
Ординаты всех точек графи-
ка функции y = f(х) – d 
уменьшаются на d единиц, а 
соответствующие абсциссы 
остаются неизменными 

 

3.  ,cхfy   
c > 0 

Параллельный перенос  
График функции y = f(х + c) 
получается параллельным 
переносом вдоль оси ОX 
влево графика y = f(х). Абс-
циссы всех точек графика 
функции y = f(х + с) умень-
шаются на с единиц, а соот-
ветствующие ординаты 
остаются неизменными 

 

4.  ,cхfy   
c > 0 

Параллельный перенос  
График функции y = f(х − c) 
получается параллельным 
переносом графика y = f(х) на 
с единиц вправо вдоль оси 
ОX. Абсциссы всех точек 
графика функции y = f(х − с) 
увеличиваются на с единиц, 
а соответствующие ординаты 
остаются неизменными 

 

5.  bхfy  , 
1b   

Сжатие 
вдоль оси ОX в b раз 

График функции y = f(bх) по-
лучается сжатием графика 
y = f(х) в b раз вдоль оси ОХ. 
Абсциссы всех точек графи-
ка функции y = f(bх) умень-
шаются в b раз, а соответ-
ствующие ординаты остают-
ся неизменными 

 

y = f(x+c) x 

y 

0 

c  

y = f(x) 

y = f(x) x 

y 

c  

y = f(x-c)0 

y = f(x) 

x 

y 

0 x bx

y y = f(bx) 

y = f(x)

x 

y 

0 

y = f(x)-dd  
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Продолжение табл. 2.1

1 2 3 

6.  bхfy  , 
1b   

Растяжение  
вдоль оси ОX в b раз 

График функции y = f(х/b) 
получается растяжением гра-
фика y = f(х) в b раз вдоль оси 
ОХ. Абсциссы всех точек 
графика функции y = f(х/b) 
увеличиваются в b раз, а со-
ответствующие ординаты 
остаются неизменными 

 

7.  хfay  , 
1a   

Растяжение  
вдоль оси ОY в a раз 

График функции y = a·f(х) 
получается из графика y = f(х) 
растяжением в а раз вдоль 
оси ОY. Ординаты всех точек 
графика функции y = a·f(х) 
увеличиваются в а раз, при 
этом абсциссы остаются 
неизменными. 

 

8.    хfa1y  , 
1a   

Сжатие  
вдоль оси ОY в а раз 

График функции y = (1/a)·f(х) 
получается из графика y = f(х) 
сжатием в а раз вдоль оси ОY. 
Ординаты всех точек графика 
функции y = (1/a)·f(х) 
уменьшаются в а число раз, 
при этом абсциссы остаются 
неизменными 

 

9.  хfy   

Симметрия  
относительно оси ОY 

График функции y = f(−х) 
получается зеркальным 
отображением графика y = f(х) 
относительно оси ОY 

 

    

y = f(x) 

x 

y 

0 x bx 

y 

y = f(х/b)

y = а f(x)

x

y 

0 x 

у

ау y = f(x)

y = f(x) 

x

y 

0 

y 
у/а

y = (1/а) f(x)

y = f(x)

x 

y 

0 

y = f(−x)
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Окончание табл. 2.1

1 2 3 

10.  хfy   

Симметрия  
относительно оси ОX 

График функции y = −f(х) 
получается зеркальным 
отображением графика y = f(х) 
относительно оси ОХ 

 

11.  xfy   

Отображение 
относительно оси ОХ 

Часть графика, расположен-
ная выше оси ОХ, остается 
неизменной, а часть, распо-
ложенная ниже оси ОХ, 
отображается вверх зеркаль-
но относительно оси ОХ 

 

12.  xfy   

Отображение 
относительно оси ОY 

Часть графика (а), располо-
женная левее оси ОY, отбра-
сывается, правая часть гра-
фика (а) сохраняется, и отоб-
ражается зеркально относи-
тельно оси ОY влево, смотри 
график (б) 

 

 
Иллюстрацией пошаговой реализации методов преобразования гра-

фика элементарной функции станет решение следующих примеров.  
 
2.2. Примеры построения графиков 
 
Пример 2.1  
Посредством элементарных преобразований построить график функ-

ции 5,11
3

x
sin2y 






  .          

y = − f(x)

x

y 

0 

y = f(x)

0 х 

y = |f(x)| 

y = f(x) 

у 

y = f (x) 

y = f (|x|)

0 

у 

х 

0 
х 

у 

(а)

(б)
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РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Заданную функцию приведем к виду    dcxbfay  . 

Для этого коэффициент 
3

1
 при аргументе х вынесем за скобки.  

  5,13x
3

1
sin25,11

3

x
sin2y 






 






  . 

Фиксируем значения констант: 5,1d,3с,
3

1
b,2a  . 

Шаг 2. Построим график функции y = sinx. 
ООФ являются все действительные числа (х  R), а областью изме-

нения функции – отрезок  − 1 ≤ у ≤ 1 (или | у | ≤ 1). 
Так как функция y = sinx – тригонометрическая, с периодом Т = 2π, 

то достаточно построить её график на отрезке [0; 2π] (рис. 2.1). 

Шаг 3. Построим график функции x
3

1
siny  . 

Преобразуем график функции xsiny  . Для этого определим её пе-
риод Т (см. подраздел 1.3, свойство функции 3). 

Из свойств периодической функции следует, что период функции 

x
3

1
siny   будет равен 

b

2
Т


 . Так как b = 1/3, следовательно, 




 6

3
1
2

Т . Период увеличивается с 2 до 6, что приводит к растяже-

нию графика функции xsiny   вдоль оси ОХ в три раза (см. табл. 2.1, п. 6).  
График функции xsiny   пересекает ось ОХ на отрезке [0; 2π] в точ-

ках 0х1  , 2х ,  2х3 . 
На числовой оси ОХ отметим точки пересечения синусоиды 

x
3

1
siny   с осью Ох, абсциссы которых (учитывая период функции) вы-

Рис. 2.1. График функции y = sinx 

x

y 

π 2π

y = sinx 

0 

1 

-1 
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числяются: 
b

x
х i  , а ординаты остаются неизменными. Таким образом, 

абсциссы точек пересечения графика функции x
3

1
siny   на отрезке [0; 6] 

равны: 0

3
1
0

х1  , 


 3

3
1

х2 , 


 6

3
1
2

х3 . Точки 





 1;

2



 
и 






 1;

2

3
 

перемещаются соответственно в новое положение на графике в точки 







 1;

2

3
 и 






 1;

2

9
. 

Соединяя точки плавной кривой, получим график функции 

x
3

1
siny   или 

3

x
siny   (рис. 2.2). 

 

Шаг 4. Построим график функции 
3

x
sin2y  . 

Растянем график функции 
3

x
siny   вдоль оси OY в два раза (см. 

табл. 2.1, п. 7), не изменяя абсцисс, а ординаты увеличим в два раза  
y2yi  . Вновь полученные точки соединим плавной линией.  

Получим график функции 
3

x
sin2y  , изображенный на рис. 2.3. 

Рис. 2.3. График функции y = 2 sin(x/3) 

1 

-1 
x

y 

0 π 2π 

y = sin(x/3)

3π 6π 

y = 2 sin(x/3) 

2 

Рис. 2.2. График функции y = sin(x/3) 

 1 

-1 
x

y 

0 π 2π 

y = sin(x/3)

3π 6π 

y = sinx 

Новое положение точки 
на графике 

9π/23π/2 π/2 
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Шаг 5. Построим график функции  





  3x

3

1
sin2y . 

Перенесем график функции 
3

x
sin2y   параллельно вдоль оси ОХ 

влево на три единицы, (см. табл. 2.1, п. 3). График функции 

 





  3x

3

1
sin2y  изображен на рис. 2.4. 

 

Шаг 6. Построим график функции   5.13
3

1
sin2 






  xy . 

Перенесем график функции  





  3x

3

1
sin2y  параллельно вдоль 

оси OY вверх на 1,5 единицы (см. табл. 2.1, п. 1).  

 





  3x

3

1
sin2y x

3

1
sin2y 

Рис. 2.4. График функции  





  3x

3

1
sin2y  

x

y 

0 

 1 

π 
-1 

3π-3 6π-3 

 2 

-2 

-3 3π

 3x
3

1
sin2y   

Рис. 2.5. График функции   5,13x
3

1
sin2y 






   

x

y 

0 π 3π-3 6π-3 

 2 

-2 

-3 

  5,13x
3

1
sin2y 






   

3,5 
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Окончательный график функции   5,13x
3

1
sin2y 






   на отрезке 

[-3; 6-3] представлен на рис. 2.5. 
 
 
Пример 2.2 

Построить график функции 
5x

11х2
y




  посредством элементарных 

преобразований. 
РЕШЕНИЕ  

Шаг 1. Преобразуем функцию 
5x

11х2
y




  к виду 

d)cx(fаy  . 

Заданная функция представлена в виде неправильной дроби. Выде-
лим целую часть. Для этого, например, число 11 в числителе представим в 
виде суммы (10 + 1). Сгруппируем слагаемые (2х − 10), вынеся общий 
множитель 2 за скобки. Представим исходную дробь в виде суммы двух 
дробей: 

 

     




















5x

15х2

5x

110х2

5x

110х2

5x

110х2
y  

 
.2

5x

1

5x

1
2

5x

1

5x

5х2














  

 
Данная функция приняла вид d)cx(fаy  , где константы а, с, 

d имеют следующие значения: 2d,5с,1а  .  

Шаг 2. Построим график функции 
x

1
y  . 

Функция существует, если знаменатель отличен от нуля (см. табл. 1.2, 
п. 2), т. е. х ≠ 0. Таким образом, исключив значение х = 0, ООФ приобрета-
ет вид     ;00;x .  

Указание. Значение х = 0, при котором функция 
x

1
y   не существу-

ет, необходимо рассматривать как уравнение вертикальной асимптоты6 
графика функции, изображенного на рис. 2.6. 

                                                 
6 Более подробно асимптоты будут рассмотрены в подразделе 4.3. 
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Шаг 3. Построим график функции 
5x

1
y


 . 

График функции 
5x

1
y


  получается из графика функции 

x

1
y    

параллельным переносом вправо вдоль оси ОХ на пять единиц (см. табл. 2.1, 
п. 4), представлен на рис. 2.7.  

Указание. Функция существует при 05x   (см. табл. 1.2, п. 2). Та-
ким образом, ООФ является совокупность интервалов     ;55;x .  

Вертикальной асимптотой в этом случае будет прямая х = 5. 

Шаг 4. Построим график функции 
5x

1
y


 . 

Рис. 2.6. График функции 
x

1
y   

x0

y 

1

1

x

1
y   

x 

y

1

5

x

1
y   

5x

1
y


  

10

Рис. 2.7. График функции 
5x

1
y


  
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Отобразим график функции 
5x

1
y


  симметрично относительно 

оси ОХ (см. табл. 2.1, п. 10) (рис. 2.8). 

Шаг 5. Построим график функции 
5x

1
2y


 . 

Перенесем график функции 
5x

1
y


  параллельным переносом 

вверх вдоль оси ОY на две единицы (см. табл. 2.1, п. 1) (рис. 2.9). 

x 0

y

5

5x

1
y


  

5x

1
y




1

Рис. 2.8. График функции 
5x

1
y


  

x 0 

у 

5 

5x

1
2y


  

5x

1
y


  

2 

Рис. 2.9. График функции 
5x

1
2y


  
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Шаг 6. Построим график функции 
5x

1
2y


 . 

Часть графика 
5x

1
2y


 , расположенную ниже оси ОХ, отобра-

зим вверх относительно оси ОХ (см. табл. 2.1, п. 11). Окончательный гра-

фик функции 
5x

1
2y


  изображен на рис. 2.10. 

 
Пример 2.3 
Построить кардиоиду, заданную уравнением в полярных координа-

тах   cos12 .  
 

РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Составим расчетную табл. 2.2,  в которой укажем значения 

полярного угла φ от 0° до 360° с интервалом π/8 и соответствующее зна-
чение полярного радиуса ρ. Запишем координаты точек Мi(ρi; φi ).  

Шаг 2. Зададим полярную систему координат, изобразим лучи  
полярных углов пунктирной линией. 

Шаг 3. Изобразим найденные точки Мi(ρi; φi ) на соответствующих 
лучах и, плавно их соединив, получим линию кардиоиды (рис. 2.11). 

 
 
 
 
 
 

11/5 

x0 

y 

5

5x

1
2y


  

2 

11/2 

Рис. 2.10. График функции 
5x

1
2y


  
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Таблица 2.2

Расчетная таблица 

№ 
Полярный 
угол φ 

Косинус  
полярного  
угла cos φ 

Полярный  
радиус 
  cos12  

Полярные 
координа-
ты точки 
Мi(ρi; φi)

1 2 3 4 5 
1 0 10cos     0112   (0; 0) 

2 
8


 92,0

8
cos 


   16,092,012   






 

8
;16,0  

3 
48

2

88











 71,0

4
cos 


   58,071,012   






 

4
;58,0  

4 
8

3

84








 38,0

8

3
cos 


   24,138,012   






 

8

3
;24,1  

5 
28

4

88

3 









 0

2
cos 


   2012   






 

2
;2  

6 
8

5

82








 38,0

8

5
cos 

    76,238,012 
 







 

8

5
;76,2  

7 
4

3

8

6

88

5 









 71,0

4

3
cos 

    42,371,012 
 







 

4

3
;42,3

8 
8

7

84

3 






 

92,0
8

7
cos 



 

   84,392,012 
 







 

8

7
;84,3  

9 








8

8

88

7
 1cos      4112    ;4  

10 
8

9

8







 
92,0

8

9
cos 

    84,392,012 
 







 

8

9
;84,3

 

11 
4

5

8

10

88

9 









  71,0

4

5
cos 


 

   42,371,012 
 







 

4

5
;42,3

 

12 
8

11

84

5 






 

38,0
8

11
cos 



 

   76,238,012 
 







 

8

11
;76,2

 

13 2

3

8

12

88

11 










 

0
2

3
cos 


 

  2012 
  






 

2

3
;2
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 Продолжение табл. 2.2

1 2 3 4 5 

14 
8

13

82

3 






 

38,0
8

13
cos 


 

  24,138,012 
 







 

8

13
;24,1

 

15 4

7

8

14

88

13 










 

71,0
4

7
cos 


 

  58,071,012 
  






 

4

7
;58,0

 

16 
8

15

84

7 






 

92,0
8

15
cos 


 

  16,092,012 
 







 

8

15
;16,0

 

17 








2
8

16

84

15

 

12cos 
    0112 

 
 2;0

 

 

Отметим, что кардиоида является одной из улиток Паскаля7 и зада-
ется уравнением   cos1а2  или   sin1а2 . 

Заданное уравнение в полярных координатах   cos12
 
можно 

записать в декартовых координатах. Используя уравнения связи декартовых 
и полярных координат, получим алгебраическую кривую 4-го порядка: 

   222222 уха4ха2ух  . 

                                                 
7 Блез Паскаль – французский философ, писатель, математик, физик (1623-1662 гг.). 

М7 

М8 

М9 

М10 

М11
М12

М13

М14

М6 

М4 

М5 

Е 
0 
2 

7/8

/8
φ

ρ 

/4

3/8
/2 5/8

3/4 

 

9/8 

5/4 11/8 3/2 

13/8

7/4 

15/8
0

Рис. 2.11. График кардиоиды, заданной уравнением   cos12  
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На рис. 2.12 представлены разновидности улиток Паскаля. 

Читателю предлагается самостоятельно построить полярные трехле-
пестковую и четырехлепестковую розы, изображенные на рис. 2.13. 

 

 

Вообще говоря, полярными розами называют семейство кривых, 
описываемых уравнением  ksinа .  

Так как 1ksin  , то кривая расположена внутри круга радиуса а.  
В силу периодичности функции она состоит из конгруэнтных лепестков, 
симметричных относительно наибольших радиусов, равных а. По значе-
нию k определяется количество лепестков, из которых состоит роза, 
например: 

 │k│  – целое четное число, то 2k лепестков; 
 │k│  – нечетное число, то k лепестков; 
 

n

m
k   

 –  рациональное число, и если m, n  нечётные, то m ле-

пестков, а если одно из чисел m или n  четное, то 2m лепестков. 

ρ a 

0

3sin)




а

aа 
 

ρ a 

 2cos) aб 

Рис. 2.13. Полярные линии: а – трехлепестковая роза (k = 3);  
б – четырехлепестковая роза (k = 2) 

Рис. 2.12. Улитки Паскаля  


3

5
sina)а

0а

ρ 

0а

ρ 

2
sina)б




 

0а  
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3. ПРЕДЕЛЫ ФУНКЦИИ 
 
3.1. Понятие предела функции 
 
3.1.1. Предел функции в точке 
 
Рассмотрим функцию  xfy  , у которой регламентированы ООФ и 

ОИФ. Пусть функция  xfy   задана в некоторой окрестности точки оx , 
кроме, может быть, самой точки оx . 

Определение. Число А называется пределом функции  xfy   при х, 
стремящемся к оx   оxх , если для любого, сколь угодно малого, напе-

ред заданного положительного числа  существует такое положительное 
число , зависящее от , что для всех оxх  , удовлетворяющих условию 

 охх , выполняется неравенство    xfА . 

В аналитическом виде предел функции  xfy   в точке оx  принято 
обозначать выражением: 

  Аxflim
оxx




, 

где  оxх  – атрибут предела, а оx  – предельное значение. 
Геометрический смысл предела функции  xfy   при оxх  за-

ключается в том, что если для положительного  найдется такая  – 
окрестность точки оx , что для всех оxх   из этой окрестности, кроме мо-
жет быть самой точки оx , соответствующие ординаты графика функции 

будут заключаться в полосе (А-; А+), какой бы узкой она ни была. 

Геометрический способ построения  – окрестности точки оx  иллю-
стрирован на рис. 3.1. Из точек В и С на графике функции опущены пер-
пендикуляры к оси ОХ. Получены две точки D и E, ближней из них к точке 

Рис. 3.1. Предел функции в точке оx  
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оx  является точка Е. Расстояние между точками оx  и Е равно . Точке Е 

на оси ОХ соответствует значение хо+. Зеркальным отображением точки 
Е относительно оx  получим точку хо-. Интервал (хо-; хо+) и есть  –
окрестность точки оx . 

 
3.1.2. Предел функции при х    
 
Определение. Число А называется пределом функции  xfy   при 

х, стремящемся к бесконечности  х , если для любого, сколь угодно 
малого положительного, наперёд заданного числа , существует такое по-
ложительное число оx , что для всех х, удовлетворяющих условию охx  , 

выполняется неравенство    xfА  (рис. 3.2). 

В аналитическом виде предел функции  xfy   в бесконечности 
принято обозначать выражением:   Axflim

x



. 

Геометрический смысл предела функции  xfy   при х  за-

ключается в том, что для положительного  всегда найдется такое положи-
тельное число оx , что для всех охх   соответствующие ординаты графика 

функции будут заключаться в полосе (А-ε; А+ε), какой бы узкой она ни 
была (см. рис. 3.2). 

 – окрестность точки оx  состоит из двух полуокрестностей: левой и 
правой. Для каждой из них введем понятие одностороннего предела. 

 

Рис. 3.2. Предел функции в бесконечности 
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3.1.3. Односторонние пределы функции в точке 
 
Определение. Число А называется левосторонним пределом функ-

ции  xfy  , или пределом слева, при х, стремящемся к оx , если функция 
 xfy   определена в некоторой левосторонней окрестности точки оxх  , 

кроме, может быть, самой точки оx , и если для любого, сколь угодно ма-
лого положительного, наперёд заданного числа ε, существует такое число 
  0 , что для всех х, удовлетворяющих условию оххx  , выпол-

няется неравенство    xfА . 

Левосторонний предел обозначается:  

А)x(flim
0xx о




 или Аxf
оxx




)(lim . 

Правосторонний предел функции  xfy   или предел справа опре-
деляется аналогично и обозначается 

А)x(flim
0xx о




 или А)x(flim
оxx




. 

При 0xо   вводится обозначение )x(flim
0x 

 для левостороннего пре-

дела и )x(flim
0x 

 для правостороннего предела. 

Формально понятие предела функции слева (справа) получается из 
понятия предела функции при условии оxx   ( оxx  ) и может быть изло-

жено так: равенство А)x(flim
оxx




 означает, что произвольной  

 – окрестности точки Ау   можно поставить в соответствие левосторон-
нюю  – окрестность точки оx , для всех точек которой, кроме, может 
быть, самой точки оx , значение функции  xfy   попадает в  

 – окрестность точки А . Аналогичный смысл имеет равенство 
А)x(flim

оxx



. 

Вообще говоря, иногда    оо хxfхxf  , такая ситуация представ-

лена на рис. 3.3, где  оо x;x   есть левосторонняя  – окрестность точки 

оx , отвечающая  – окрестности точки А  , а  оо x;x  – правосторон-

няя  – окрестность точки оx , отвечающая  – окрестности точки А . 

Условие    0xf0xf oo   является необходимым и достаточным 

условием существования )x(flim
охx

, тогда 

)хx(f)хx(f)x(flim оо
хx о




. 
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3.2. Основные теоремы о пределах функций 
 
В табл. 3.1 сформулированы основные теоремы об операциях над 

пределами. При этом имеются в виду конечные пределы функций f(x) и 
g(x) при х  , где  – число или ± ∞. 

Таблица 3.1

Теоремы о пределах 

№ Теоремы о пределах Формула Примечание 
1 2 3 4 

1 
Предел константы равен 
константе 

ССlim
x




 С =  const 

2 
Постоянный множитель 
С можно выносить за 
знак предела 

   xflimСxfСlim
xx 
 С =  const 

3 

Предел алгебраической 
суммы (разности) двух 
функций равен сумме 
(разности) пределов тех 
же функций 

    
   xglimxflim

xgxflim

xx

x








 

Сумма (разность) 
может содержать 

более двух  
слагаемых  

(вычитаемых) 

4 

Предел произведения 
двух функций равен 
произведению пределов 
тех же функций 

    
   xglimxflim

xgxflim

xx

x








 

Произведение 
может содержать 
более двух мно-

жителей 

Рис. 3.3. Геометрическая интерпретация одностороннего предела 
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Продолжение табл. 3.1 
 

1 2 3 4 

5 
Предел частного двух 
функций равен частно-
му пределов 

 
 

 
 xglim

xflim

xg

xf
lim

x

x

x






    0xglim

x



 

6 
Предел степени функ-
ции равен степени пре-
дела функции 

     m
x

m

x
xflimxflim


  

mN,  
где N – множе-

ство натуральных 
чисел 

7 

Предел показательной 
функции равен показа-
тельной функции с пре-
делом в степени 

 
 xflim

xf

x

xааlim 


 
а = соnst,  

a  1, a  0 

8 

Предел сложной функ-
ции равен функции пре-
дела промежуточного 
аргумента 

     xglimfxgflim
xx 

  

Внешняя функция 
может быть, 

например, лога-
рифмической,  

тригонометриче-
ской и др. 

 
С целью облегчения вычисления пределов функций в табл. 3.2 пред-

ставлены графики основных элементарных функций с геометрической ин-
терпретацией их пределов. 

Таблица 3.2

Пределы основных элементарных функций 

№ Предел функции Геометрическая интерпретация 
1 2 3 

1  

   о
xx

хfxflim
о




 

 
f(x) – непрерывная  
в точке оx  функция 

 

2  

1а,0аlim x

x



; 

 
1a,аlim x

x



 

 
 

f(xo) 

хо 0 х 

у 

0 х 

у 

1 

a >1
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Продолжение табл. 3.2 
 

1 2 3 

3  

1a0,аlim x

x



; 

 
1a0,0аlim x

x



 

 

4  




xlnlim
0x

 

 



xlnlim

x
 

 

5  

1a,xloglim a
0x




; 

 
1a,xloglim a

x



 

 

6  

1a0,xloglim a
0x




; 

 
1a0,xloglim a

x



 

 

7  







xtglim

2
x

 







xtglim

2
x

 

 

8  




xctglim
0x

 

 



xctglim

x
 

 

0 х 

у 

1 

0 х 

у 

1 

a >1

0 х 

у 

1 

0< a <1

у 

х 

1 

0 

0< a <1

у

х0-π π 

π 

2


2




у

х 0-π π 

π 

2


2



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Окончание табл. 3.2 
 

1 2 3 

9  
2

xarctglim
x





 

 

2
xarctglim

x





 

 

10  




xarcctglim
x

 

 
0xarcctglim

x



 

 

 
3.3. Бесконечно малые и бесконечно большие величины 
 
Важными понятиями в теории пределов являются понятия бесконеч-

но малой и бесконечно большой величин. 
Определение. Функция y = α (x) называется бесконечно малой при 

охх , если ее предел равен нулю:  0)x(lim
оxx




. 

Выделим понятие функции как бесконечно малой величины на бес-
конечности. 

Определение. Функция y = α(x) называется бесконечно малой при 
х , если ее предел равен нулю:  0)x(lim

x



. 

Свойства бесконечно малых функций: 
1. Если функция  xfy   имеет предел А при охх , т.е. 

Axf
оxx




)(lim , то    хАxf  , где  x  – бесконечно малая при 

охх . Справедливо и обратное утверждение. 
2. Алгебраическая сумма (разность) конечного числа бесконечно 

малых функций при охх  есть бесконечно малая функция при охх . 
3. Произведение бесконечно малой функции на ограниченную 

функцию есть бесконечно малая функция. 
4. Произведение бесконечно малой функции на постоянную вели-

чину есть бесконечно малая функция. 

π

у

х 0

-π/2

π/2 

π

у

х 0

2π

π/2 
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5. Произведение бесконечно малых функций есть бесконечно малая 
функция. 

6. Частное от деления бесконечно малой функции на функцию, пре-
дел которой отличен от нуля, есть бесконечно малая функция. 

Определение. Функция y = β(x) называется бесконечно большой при 

охх  или при х , если ее предел равен бесконечности: 



)x(lim

оxx
 или 


)x(lim

x
. 

Свойства бесконечно больших функций: 
1. Алгебраическая сумма бесконечно больших функций одного зна-

ка при охх  есть бесконечно большая функция при охх . 
2. Произведение бесконечно большой функции на ограниченную 

функцию, предел которой отличен от нуля, есть бесконечно большая 
функция. 

3. Частное от деления бесконечно большой функции на функцию, 
предел которой не равен бесконечности, есть функция бесконечно боль-
шая. 

Необходимо отметить связь между бесконечно малыми и беско-
нечно большими величинами. 

Теорема. Если функция y = α(x) бесконечно малая при охх  (или 

х ), то функция )х(
)х(

1



 − бесконечно большая при охх  (или 

х ): 









 0

1

)x(

1
lim

oxx
 или 








 0

1

)x(

1
lim

x
. 

И наоборот, если функция y = β(x) бесконечно большая при охх  

(или х ), то функция )х(
)х(

1



 − бесконечно малая при охх  

(или х ): 

0
1

)x(

1
lim

oxx













 или 0
1

)x(

1
lim

x













. 
 

Следствие теоремы проявляется в двух правилах8: 

 правило 1: 
0

С
 − частное от деления постоянной величины на 

бесконечно малую величину есть величина бесконечно большая; 

                                                 
8 В случае, если при вычислении предела применяется правило 1 или правило 2, будем условно обозна-

чать 1.п ,  или 2.п  (соответственно). 
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 правило 2: 0
C



  − частное от деления постоянной величины на 

бесконечно большую величину есть величина бесконечно малая. 
 

Для сравнения двух бесконечно малых величин  х1  и  х2  при 

охх  находят предел их отношения: С
)х(

)х(
lim

2

1

хх о






. 

 Если 1С  , то  х1  и  х2  называются эквивалентными (равно-
сильными) бесконечно малыми величинами.  

Например, при 0х  таковыми являются: 

1. хsin ~ x ; 6.   x1ln  ~ x ; 

2. хсоs1  ~
 

2

x 2
; 7.  xа -1~ аlnx  ; 

3. хarcsin ~ x ; 8.  xe1  ~ x ; 

4. хtg ~ x ; 9.    1x1 p  ~ xp  ; 

5. хarctg ~ x ; 10. 1x1n  ~
n

x
. 

 

 Если 0С  , то  х1  и  х2  называются бесконечно малыми ве-
личинами одного порядка малости.  

 Если 0С  , то  х1  называется бесконечно малой более высокого 
порядка по сравнению с  х2 , а  х2  – более низкого порядка по срав-
нению с  х1 . 

 Если С
)х(

)х(
lim

n
2

1

хх о






, где  С0 , то  х1  называется беско-

нечно малой порядка n по сравнению с  х2  при охх . 
Необходимо отметить, что предел отношения бесконечно малых 

функций  х1  и  х2  при охх  равен пределу отношения эквивалент-

ных им бесконечно малых величин  х1
  и  х2

 .  
Таким образом, справедливы предельные равенства: 

 
 

 
 

 
 

 
 x

x
lim

x

x
lim

x

x
lim

x

x
lim

2

1

хx
2

1

хx2

1

хx2

1

хx оооо








 














. 

Аналогично, для сравнения бесконечно больших функций  х1  и 

 х2  при охх  вычисляют предел их отношения С
)х(

)х(
lim

2

1

хх о






. 
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 Если 1С  , то функции  х1  и  х2  называются эквивалент-
ными (равносильными) бесконечно большими величинами. 

Например, для многочлена   n1n
1n

1
n

оn axaxaxaxP  
  , 

степени n, при х  таковыми являются (при ао > 0, k > 0): 

1.  xPn ~ n
оxa ; 

2.  xPk
n ~ nk

оxa  ; 

3.   xPln n ~ xlnn . 
 

 Если 0С  , то функции  х1  и  х2  бесконечно большие одного 
порядка большести. 

 Если 0
)х(

)х(
lim

2

1

хх о






 или 




 )х(

)х(
lim

1

2

хх о

, то функция  х2  назы-

вается бесконечно большой высшего порядка по сравнению  х1 . 

 Если 
)х(

)х(
lim

2

1

хх о 



 не существует, то функции  х1  и  х2  назы-

ваются несравнимыми бесконечно большими. 

 Если 0С
)х(

)х(
lim

n
2

1

хх о







, то функция  х1  называется бесконеч-

но большой порядка n относительно  х2 . 
Необходимо отметить, что предел отношения бесконечно больших 

функций  x1  и  x2  при охх  равен пределу отношения эквивалент-

ных им бесконечно больших величин  x1
  и  x2

 .  
Таким образом, справедливы предельные равенства: 

 
 

 
 

 
 

 
 x

x
lim

x

x
lim

x

x
lim

x

x
lim

2

1

хx
2

1

хx2

1

хx2

1

хx оооо








 
















. 

 
3.4. Понятие неопределенности при вычислении пределов 

Если задан предел 
 
 xg

xf
lim
x 

, где   0xflim
x




 и   0xglim
x




, то его 

можно интерпретировать как сравнение двух бесконечно малых функций, 

а отношение 







0

0
 квалифицировать как неопределенность. Путём преобра-

зования предела неопределенность требуется устранить.  



 47

Аналогично, если задан предел 
 
 xg

xf
lim
x 

, где   


xflim
x

 и 

  


xglim
x

, то его можно рассматривать как сравнение бесконечно боль-

ших величин с неопределенностью вида 









, устраняемого преобразова-

нием предела.  
Если вычисляется предел     xgxflim

x



, где f(x) и g(x) бесконечно 

большие величины одного знака, или     xgxflim
x




, где f(x) и g(x) бес-

конечно большие величины противоположных знаков, то констатируем 
неопределенность вида   . 

При вычислении предела     xgxflim
x




 возникает неопределен-

ность  0 , когда   


xflim
x

 и   0xglim
x




. 

При вычислении предела показательно-степенной функции 

    xg

x
xflim


 могут возникнуть неопределенности вида      00 0,,1  . 

Условия, при которых возникают эти неопределенности, связаны с 
пределами функций    )x(glim,)x(flim

xx 
.  

Рассмотрим возможные варианты, если: 

     


)x(glim,1)x(flim
xx

, то    


 1)x(flim )x(g

x
; 

     0)x(glim,0)x(flim
xx




, то    0)x(g

x
0)x(flim 


; 

     0)x(glim,)x(flim
xx




, то    0)x(g

x
)x(flim 


. 

Вычисление пределов при наличии тех или иных неопределенностей 
достигается устранением этих неопределенностей, тем самым, получив 
возможность применения теорем о пределах. Это достигается путем раз-
ложения функций на множители или на слагаемые, вынесения множителя 
за скобки, приведения дробей к общему знаменателю, добавления и вычи-
тания выражения, умножения и деления на некоторую функцию, алгебраи-
ческих или тригонометрических преобразований, заменой переменной, ис-
пользования эквивалентных бесконечно малых или бесконечно больших 
величин, использования замечательных пределов и т.п. 

Итак, в математическом анализе при вычислении пределов встреча-
ются следующие неопределенности: 

         00 0,,1,0,,,
0

0

















  . 
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3.5. Элементарные приемы вычисления пределов 
 
Пример 3.1 

Вычислить предел: 
4x2

7x5
lim

3x 



. 

РЕШЕНИЕ  
Подставим предельное значение х = 3, получим: 

4x2

7x5
lim

3x 



 = 

432

735
lim

3x 



 = 11

2

22
 . 

Вывод: предел не содержит неопределенности, поэтому решение 
ограничилось подстановкой в него предельного значения х = 3 (см. табл. 
3.1, п. 1). 

Ответ: 
4x2

7x5
lim

3x 



=11. ■ 

 
Пример 3.2 

Вычислить предел: 
4x2

9x2
lim

2x 



. 

РЕШЕНИЕ  
Подставим предельное значение 2x  , получим:  

4x2

9x2
lim

2x 



 = 

422

922




 = 
0

13
. 

Применим правило 1: 
0

C
 (см. подраздел 3.3).  

Таким образом, 
0

13

4x2

9x2
lim

2x






 1.п  . 

Ответ: 



 4x2

9x2
lim

2x
. ■ 

 
Пример 3.3 

Вычислить предел: 
9х

3
lim

2x 
. 

РЕШЕНИЕ  
Подставим предельное значение, получим: 

9х

3
lim

2x 
 = 

9

3
2 

 = 

3

. 

Применим правило 2: 0
C



 (см. подраздел 3.3).  
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Таким образом, 





3

9х

3
lim

2x
 2.п  0. 

Ответ: 0
9х

3
lim

2x



. ■ 

В рассмотренных примерах пределы находятся сразу. Но чаще всего 
приходится сталкиваться с неопределенностями. 

Рассмотрим алгебраические преобразования, специфика которых за-
висит от вида неопределенности и функции. 

 

3.6. Раскрытие неопределенности вида 









 

 

В пределах дробно-рациональных функций 
)x(g
)x(f

, содержащих не-

определенность 









, числитель и знаменатель, почленно делят на стар-

шую степень. Далее, применяя теоремы о пределах (см. табл. 3.1), находят 
его значение. 

 
Пример 3.4 

Вычислить предел: 
53

5

x x4x2

x4x
lim





. 

РЕШЕНИЕ  
Шаг 1. Подставим предельное значение. 

Получим: 
53

5

x x4x2

x4x
lim





 = 








53

5

42

4
. 

Констатируем неопределенность вида 









. 

Шаг 2. Почленно поделим числитель и знаменатель на старшую 
степень 5x .  















 53

5

x x4x2

x4x
lim

5

5

5

3

55

5

x

x

x4

x

x2
x

x4

x

x

lim






 = 

4
x

2
x

4
1

lim

2

4

x 




. 

Шаг 3. Применим теоремы о пределах (см. табл. 3.1, пп. 2, 4): 
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4
x

2
x

4
1

lim

2

4

x 




 = 

4lim
x

2
lim

x

4
lim1lim

x2x

4xx








 = 

4
2

4
1







 2.п
 

40

01




 = 
4

1


. 

Ответ: 
53

5

x x4x2

x4x
lim





 = 

4

1
 . ■ 

 
Пример 3.5 

Вычислить предел: 
24

36

x x4x2

x7x3
lim





. 

РЕШЕНИЕ  
Шаг 1. Подставим предельное значение: 

24

36

x x4x2

x7x3
lim





 = 








24

36

42

73
. 

Констатируем неопределенность вида 









. 

Шаг 2. Почленно поделим числитель и знаменатель на старшую 
степень 6x :  















 24

36

x x4x2

x7x3
lim

6

2

6

4

6

3

6

6

x

x

x4

x

x2
x

x7

x

x3

lim






 = 

42

3

x

x

4

x

2
x

7
3

lim





 

Шаг 3. Применим теоремы о пределах (см. табл. 3.1, пп. 1, 4): 

42

3

x

x

4

x

2
x

7
3

lim





 = 

4x2x

3xx

x

4
lim

x

2
lim

x

7
lim3lim








 = 









42

7
3

 2.п  
00

03




 = 
0

3
 1.п

 . 

Ответ: 
24

36

x x4x2

x7x3
lim





 = . ■ 

 
Пример 3.6 

Вычислить предел: 
23

2

x x14x6

x9x5
lim





. 

РЕШЕНИЕ  
Рассуждаем аналогично (см. примеры 3.4 − 3.5). 
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Шаг 1. Подставим предельное значение, раскроем неопределен-
ность, почленно поделив на старшую степень 3x : 















 23

2

x x14x6

x9x5
lim

3

2

3

3

33

2

x

x

x14

x

x6
x

x9

x

x5

lim






 = 

x

14
6

x

9

x

5

lim
2

x 




 

Шаг 2. Применим теоремы о пределах: 

x

14
6

x

9

x

5

lim
2

x 




 = 

x

14
lim6lim

x

9
lim

x

5
lim

xx

2xx








 = 








14

6

95

 2.п  0
6

0

06

00





. 

Замечание. Раскрыть неопределенность 







  можно путем сравне-

ния бесконечно больших величин, этот прием дает более короткое и эф-
фективное решение. В данном примере при х  таковыми являются 
(см. подраздел 3.3, сравнение бесконечно больших величин): 

x9x5 2    2x5 ,   23 x14x6    3x6 . 
Произведем замену исходных функций на эквивалентные им беско-

нечно большие величины, получим: 

00
6

52.п1

6

5

x

1
lim

6

5

x6

x5
lim

x14x6

x9x5
lim

x3

2

x23

2

x



















. 

Ответ: 
23

2

x x14x6

x9x5
lim





 = 0. ■ 

 

3.7. Раскрытие неопределенности 







0

0
 

 

При вычислении пределов дробно-рациональных функций, подста-
новка предельного значения, когда числитель и знаменатель стремятся к 
нулю, приводит к неопределенности вида 








0

0 . 

Для раскрытия данной неопределенности используется следующий 
прием: в числителе и знаменателе выделяется критический множитель с 
последующим его сокращением, так как его присутствие даёт неопреде-
ленность. Введем понятие критического множителя. 

В пределе 







 0

0

)x(g

)x(f
lim
x

 критическим множителем называется 

разность между переменной х и ее предельным значением α: )x(  .  
Проиллюстрируем несколько способов выделения критического 

множителя. 
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I способ. Разложение многочлена на множители с помощью корней 
уравнения выражается формулой 

    n21оn1n
1n

1
n

о xxxxxxaaxaxaxa  
  , 

где  n21 x,,x,x  – корни уравнения 0axaxaxa n1n
1n

1
n

о  
  , 

n1n,1о a,a,a,a   − коэффициенты степеней х. 

Этот способ применим лишь тогда, когда число корней многочлена 
равно степени многочлена, рассмотрим пример.  

 

 
Пример 3.7 
Разложить многочлен ( 8x10x3 2  ) на множители. 
РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Решим уравнение 08x10x3 2  . 
Найдем корни:  

   
32

83410)10(
x

2

2,1







































.

3

2
x

,4x

.
3
2

6
4

6
1410

,4
6
24

6
1410

6
9610010

2

1
 

 

Шаг 2. Разложим многочлен на множители. 
Число корней уравнения совпадает со степенью уравнения. В данном 

упражнении имеем: 
3

2
x,4x,3a 21о  . 

8x10x3 2  =       2x34x
3

2
x4x3

3

2
x4x3 






 














 . 

Замечание: умножили первый  множитель на третий, получили: 

2x3
3

2
x3 






  . 

Ответ:   2x34x8x10x3 2  . ■ 
II способ. Деление многочлена на многочлен уголком. 
Согласно теореме Безу, деление многочлена 

( n1n
1n

1
n

о axaxaxa  
  ) на многочлен )хx( о , где хо –  корень 

уравнения: 0axaxaxa n1n
1n

1
n

о  
  , осуществляется без остатка. 

Приступая к делению, целесообразно выписать слагаемые делимого 
и делителя, начиная со старшей степени в убывающем порядке. 

Пример 3.8 
Разложить многочлен ( 7х4хх2 32  ) на множители, если извест-

но, что 1x   корень уравнения 07х4хх2 32  . 
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РЕШЕНИЕ 
Записав слагаемые в убывающем порядке степеней, поделим много-

член ( 7х4х2х 23  ) уголком на многочлен (х − 1). 
Приведем пошаговое описание данного способа.  
Примечание: старшие степени подчеркнуты двойной чертой.  
Шаг 1. 
 поделим старшую степень делимого ( 7х4х2х 23  ) на стар-

шую степень делителя  1х  : 2
3

х
х

х
 ;  

 результат деления 2х  умножим на делитель  1х  :  

  232 хх1хх  ; 
 вычтем результат произведения из делимого, получим остаток 

от деления на первом шаге: 
  7х4х3хх7х4х2х 22323  . 

Шаг 2. 
 поделим старшую степень остатка от деления на 1-м шаге 

( 7х4х3 2  ) на старшую степень делителя  1х  : х3
х

х3 2

 .  

 результат деления х3  умножим на делитель  1х  :  

  х3х31хх3 2  . 
 вычтем результат произведения из остатка от деления  

на 1-м шаге, получим остаток от деления на 2-м шаге:  
  7х7х3х37х4х3 22  . 

Шаг 3. 
 поделим старшую степень остатка от деления на 2-м шаге  7х7   

на старшую степень делителя  1х  : 7
x

x7
 ; 

 результат деления 7 умножим на делитель  1х  : 
  7x71x7  ; 

 вычтем результат произведения из остатка от деления на 2-м шаге: 
  .07х77х7    

Замечание: если все действия деления выполнены правильно, то в 
остатке должен получиться ноль, так как 1x   корень уравнения. 

Вывод: остаток от деления на последнем шаге равен нулю, следова-
тельно, все действия выполнены верно. 

Шаг 4. 
Сложим результаты делений на 1-3-х шагах, получим:  7х3х2  . 
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Таким образом,   7х3х
1х

7х4х2х 2
23





. 

Разложение многочлена на множители имеет вид: 
   7х3х1х7х4х2х 223  . 

Обычно, при делении многочлена на многочлен уголком, использу-
ется более короткая запись: 

0

7x7

7x7

x3x3

7x4x3

7x3x

1x

xx

7x4x2x_

2

2

223

23















 

 

Ответ:    7х3х1х7х4х2х 223  . ■ 
 

III способ. Разложение многочлена на множители с использованием 
формул сокращенного умножения.  

В этом случае разложение многочлена выполняют с помощью одной 
из трех формул сокращенного умножения (табл. 3.3). 

 

Таблица 3.3

Разложение многочлена на множители с применением формул  
сокращенного умножения 

№ Формулы сокращенного умножения Пример реализации формулы

1 
Разность квадратов: 

   bababa 22   

 
   .7x27x2

7x249x4 222


  

В примере: а = 2х;  b = 7 

2 
Разность кубов: 

   2233 babababa   

 
    
   .x4x69x23

x2x233x23

x23x827

2

22

333







 

В примере: а = 3;   b = 2х 

3 
Сумма кубов: 

   2233 babababa   

 
    
   .25x20x165x4

55x4x45x4

5x4125x64

2

22

333







 

В примере: а = 4х;   b = 5 
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Пример 3.9 

Вычислить предел: 
4x2

4x
lim

2

2x 



. 

РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Подставим предельное значение. 

Имеем: 
4x2

4x
lim

2

2x 



 = 

0

0

44

44

422

422









. 

Констатируем неопределенность 







0

0
.  

Шаг 2. Выделим критический множитель. 
Критический множитель )2x(  . Заметим, что 422  , тогда выраже-

ние )4x( 2   можно разложить на множители с применением формулы  
сокращенного умножения (см. табл. 3.3, п. 1), получим: 

   2х2х2х4x 222  .  
Выражение  4x2   преобразуем, вынеся общий множитель 2 за 

скобки, получим:  2x24х2  . 
Шаг 3. Запишем результаты преобразований, сократим на кри-

тический множитель )2x(   и подставим предельное значение. 

4x2

4x
lim

2

2x 



 = 








0

0
 = 

   
 2x2

2x2x
lim

2x 



 = 

 
2

2x
lim

2x




 = 
2

22 
 = 2. 

Ответ: 
4x2

4x
lim

2

2x 



 = 2. ■ 

 

 
Пример 3.10 

Вычислить предел: 
7х4x2х

3х5x2
lim

23

2

1x 




. 

РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Подставим предельное значение. 
Имеем:  

7х4x2х

3х5x2
lim

23

2

1x 



 = 

0

0

7421

352

714121

31512
23

2










. 

Предел содержит неопределенность 







0

0
. 

Шаг 2. Выделим критический множитель  1x  . 

а) Разложим на множители числитель  3x5x2 2   с помощью кор-

ней уравнения 03x5x2 2   (см. пример 3.7). 
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Найдем корни.  

 
22

3245)5(
x

2

2,1 


  = 



















.1
4

15

,
2

3

4

15

4

24255
 

В данном упражнении имеем: 2aо  , корни уравнения 

1x,
2

3
x 21  , тогда:  12x5x2 2   =  1x

2

3
x2 






   =   1x3x2  . 

б) Разложим на множители знаменатель. Поделим уголком много-
член  7х4х2х 23   на многочлен  1x   (см. пример 3.8). 

0

7x7

7x7

x3x3

7x4x3

7x3x

1x

xx

7x4x2x_

2

2

223

23















 

Таким образом,    1х7х3х7х4х2х 223  . 
 

Шаг 3. Запишем результаты преобразований, сократим на кри-
тический множитель  1х  . 

7х4x2х

3х5x2
lim

23

2

1x 



 = 








0

0
 = 

  
  1х7х3x

1х3x2
lim

21x 



. 

Шаг 4. Подставим предельное значение. 

Имеем: 
 

 7х3x

3x2
lim

21x 




 = 
11

1

7131

312
2







. 

Ответ: 
7х4x2х

3х5x2
lim

23

2

1x 



 = 

11

1
 . ■ 

Раскрытие неопределенности 







0

0

 
в выражениях, содержащих 

иррациональность.  

Для раскрытия неопределенности вида 







0

0
, в выражениях, содер-

жащих иррациональность, также выделяется критический множитель, но 
только после того, как будет устранена иррациональность, дающая «0».  
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Рассмотрим этот прием на конкретных примерах. 
Пример 3.11 

Вычислить предел: 
24х3

31х4
lim

32x 



. 

РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Подставим предельное значение: 

24х3

31х4
lim

32x 



 = 

0

0

2483

39

2423

3124
3









. 

Предел содержит неопределенность 







0

0
. 

Шаг 2. Устранение иррациональности  31х4  . 

Иррациональность  31х4  , дающая «0», выражена квадратным 
корнем. Для её устранения воспользуемся формулой разности квадратов, 
одновременно умножим числитель и знаменатель дроби на сопряжен-
ное выражение  31х4  , (см. табл. 3.3, п. 1). 

24х3

31х4
lim

32x 



 = 








0

0
 = 

   
   31х424х3

31х431х4
lim

32x 



 = 

 

= 
   

















.3b;1x4a:примереданномв

,bababa 22

 = 

 

= 
 

   31х424х3

31х4
lim

3

22

2x 



 =    31х424х3

91x4
lim

32x 



 = 

 

=    31х424х3

8x4
lim

32x 



. 

 

Шаг 3. Выделим критический множитель )2х(  . 
В числителе вынесем общий множитель 4 за скобки, получим: 

)2х(48х4  . В знаменателе  24x3 3   вынесем общий множитель 3 

за скобки, а многочлен  8x3   разложим на множители, причем данное 
преобразование можно выполнить двумя способами: 

I способ.  
Учитывая, что 328  , применим формулу сокращенного умножения 

разности кубов (см. табл. 3.3, п. 2), получим более короткое и эффективное 
решение:  

         4x2x2x2x2x2x2x 22233  . 



 58

II способ. Деление уголком (см. пример 3.8).  

0

8x4

8x4

x4x2

8x2

4х2x

2х

х2x

8x

2

2

223

3

















 

Шаг 4. Запишем результаты преобразований и сократим на кри-
тический множитель  2x  : 

   31х424х3

8x4
lim

32x 



 = 

 
    31х44x2x2х3

2x4
lim

22x 



. 

 

Шаг 5. Подставим предельное значение: 

  31х44x2x3

4
lim

22x 
 = 

=     54

1

6123

4

312442223

4
2







. 

 

Ответ: 
24х3

31х4
lim

32x 



 = 

54

1
. ■  

 
Пример 3.12  

Вычислить предел: 
31x 3x41

2x31
lim





. 

РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Подставим предельное значение: 

0

0

11

11

11

11

3141

2131

3x41

2x31
lim

3331x


















 

Констатируем неопределенность вида 







0

0
. 

Шаг 2. Устранение иррациональности. 
Иррациональность числителя  2х31   выражена квадратным 

корнем, чтобы устранить её, воспользуемся формулой разности квадратов, 
одновременно умножим числитель и знаменатель дроби на сопряжен-
ное выражение  2х31   (см. табл. 3.3, п. 1). 
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Иррациональность знаменателя  3 3x41   выражена кубическим 
корнем, для её устранения воспользуемся формулой разности кубов, одно-
временно умножим числитель и знаменатель дроби на выражение 

  




 

233 3x43x411  (см. табл. 3.3, п. 2). 

     
     








 






 












 2x313x43x4113x41

3x43x4112x312x31
lim

0

0

3x41

2x31
lim

23323

2332

1x31x
 

   
   2x313x41

3x43x4112x31
lim

333

23322

1x 




 






 





 




. 

 

    
    

   
   2x313х41

3x43x412х31
lim

2x313x41

3x43x412x31
lim

233

1x

233

1x 






 









 




 

 

= 
   

   2x31х44

3x43x41х33
lim

233

1x 






 


. 

 

Шаг 3. Запишем результаты преобразований, выделим и сокра-
тим критический множитель (х-1): 

 

   
   

   
   2x31х14

3x43x41х13
lim

2x31х44

3x43x41х33
lim

233

1x

233

1x 






 









 


. 

 

Шаг 4. Подставим предельное значение: 

 
 

 
8

9

2

3

4

3

11

111

4

3

2131

3143141

4

3

2x31

3x43x41
lim

4

3
233

233

1x


















 


. 

 

Ответ: 
8

9

3x41

2x31
lim

31x






. ■ 

Часто в пределах неопределенность 







0

0
 дают тригонометрические 

функции, в этом случае неопределенность устраняют с помощью первого 
замечательного предела или сравнением эквивалентных бесконечно малых 
величин. 
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3.8. Первый замечательный предел  
 
Первый замечательный предел имеет вид: 

1
0

0

х

хsin
lim

0х













  или  1

0

0

хsin

х
lim

0х













. 

В общем случае, когда аргументом синуса является функция )х(f , 
аналитическая форма записи первого замечательного предела имеет вид: 

1
)х(f

)х(fsin
lim

0)x(f



 или 1

)х(fsin

)х(f
lim

0)x(f



. 

Всякий предел вида 
)(sin

)(
lim

хf

хf

охх
 равен единице, если 0)(lim 


хf

охх
. 

Отметим, что при применении первого замечательного предела бес-
конечно малые величины, стоящие под знаком синуса и в знаменателе, 
должны быть одного порядка малости.  

Например, пределы 
х3

х3sin
lim

0х
, 

 
2

2

2х х4

х4sin
lim





, 

 



 х

хsin
lim
х

, в 

сущности, являются первыми замечательными пределами и равны 1, чего 

нельзя сказать ни об одном из пределов: 
х

х3sin
lim

0х
, 

х

хsin
lim

3

0х
, 

х

хsin
lim
х 

. 

 
Пример 3.13 

Вычислить предел: 
x5sin

x3tg
lim

0x
. 

РЕШЕНИЕ  
Шаг 1. Подставим предельное значение. 

Получим: 
x5sin

x3tg
lim

0x
 = 

 
  











0

0

0sin

0tg

05sin

03tg  (приложение 1). 

В данном пределе неопределенность вида 







0

0
 дают тригонометри-

ческие функции. 
Проиллюстрируем два способа раскрытия указанной неопределенно-

сти. 
I способ. Применение первого замечательного предела. 
Шаг 2. Воспользуемся основным тригонометрическим тожде-

ством. 

х3cos

х3sin
х3tg   (приложение 2). 
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x5sin

x3tg
lim

0x
 = 








0

0
 =  

x5sin
x3cos
x3sin

lim
0x

 = 
x3cosx5sin

x3sin
lim

0x 
. 

 

Шаг 3. Выделим и применим первый замечательный предел. 
Разделим и помножим синус на аргумент самого синуса. 

x3cosх5
х5

x5sin

х3
х3

x3sin

lim
0x






 = 









x3cosх5lim
х5

x5sin
lim

х3lim
х3

x3sin
lim

0x0x

0x0x  

 

= 






 


;1

x5

x5sin
lim;1

x3

x3sin
lim

0x0x
 = 

x3cosх5

х3
lim

x3cosх51

х31
lim

0x0x 






. 

Шаг 4. Сократим дробь на критический множитель х и подста-
вим предельное значение. 

x5cosх5

х3
lim

0x 
 = 

x5cos5

3
lim

0x 
 = 

x5cos

1
lim

5

3
0x

  = 
0cos

1

5

3
  = 

1

1

5

3
  = 

5

3
. 

II способ. Сравнение эквивалентных бесконечно малых величин. 
В данном примере при 0х  эквивалентными бесконечно малыми 

величинами являются (см. подраздел 3.3, сравнение бесконечно малых ве-
личин): 

х5sin ~ x5 ; х3tg ~ x3 . 
Произведем замену исходных функций на эквивалентные им беско-

нечно малые величины, получим:  

5

3

x5

x3
lim

0

0

x5

x3
lim

0

0

x5sin

x3tg
lim

0x0x0x

















. 

 

Ответ: 
x5sin

x3tg
lim

0x
 = 

5

3
. ■ 

Данный прием дает более короткое и эффективное решение. 
 
Пример 3.14 

Вычислить предел: 
6x5x

)4x2sin(
lim

22x 



. 

РЕШЕНИЕ  
Шаг 1. Подставим предельное значение. 

6x5x

)4x2sin(
lim

22x 



 = 

 











0

0

0

0sin

6252

422sin
2

. 

Предел содержит тригонометрическую функцию и неопределенность 

вида 







0

0
.  
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Шаг 2. Выделим и применим первый замечательный предел. 
В числителе разделим и помножим синус на аргумент самого синуса. 

В знаменателе выделим критический множитель  2х   (см. примеры 3.7 – 
3.8), получим: 

6x5x

)4x2sin(
lim

22x 



 = 








0

0
 =  )3x()2x(6x5x2   = 

 

= 

 
   

   3x2x

4x2
4x2

4x2sin

lim
2x 






=   




















1

0

0

4х2

)4x2sin(
lim

2x
=

 
   3x2x

4x21
lim

2x 



. 

Шаг 3. В числителе выделим критический множитель  2x   и 
сократим его, подставим предельное значение: 

 
   3x2x

4x2
lim

2x 



 = 

 
   3х2х

2х2
lim

0)2x( 



 =  

3x

2
lim

2x 
 = 2

1

2

32

2






. 

 

Ответ: 
6x5x

)4x2sin(
lim

22x 



 = − 2. ■ 

 
Пример 3.15 

Вычислить предел: 
2x
4

x
ctg

lim
2x 







 


. 

РЕШЕНИЕ  
Шаг 1. Подставим предельное значение: 

2x
4

x
ctg

lim
2x 







 


= 














 










 

0

0

0
2

ctg

22
4

2
ctg

 (см. приложение 1). 

Констатируем неопределенность вида 







0

0
. 

Шаг 2. Преобразуем числитель, применим основное тригономет-

рическое тождество 




sin

cos
ctg  (см. приложение 2): 

  





 







 










 







 

















 



4

x
sin2x

4

x
cos

lim
2x
4

x
sin

4

x
cos

lim
0

0

2x
4

x
ctg

lim
2x2x2x

 = 

  





 







 





4

x
sinlim2xlim

4

x
coslim

2x2x

2x . 

Вычислим отдельно пределы числителя и знаменателя:  
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а) 0
2

cos
4

2
cos

4

x
coslim

2x







 






 







 


; 

 

б)   0222хlim
2x




; 

в) 1
2

sin
4

2
sin

4

x
sinlim

2x







 






 







 


.  

Таким образом, 

 






 









 







 

 0

0

01

0

4

x
sin2x

4

x
cos

lim
2x

. 

После преобразований выражение упростилось. Неопределенность 









0

0
 дают множители  2х   и 






 

4

x
cos . Для её устранения необходимо 







 

4

x
cos  преобразовать в синус, чтобы можно было бы выделить первый 

замечательный предел. Воспользуемся формулами приведения.  
Шаг 3. Применим формулы приведения, выделим и применим пер-

вый замечательный предел, выделим критический множитель (х-2). 

В результате преобразования получим: 





 







4

х

2
sin

4

х
cos  (прило-

жение 3). Далее в числителе у аргумента синуса вынесем общий множи-
тель π за скобки, поделим и помножим синус аргумента на сам аргумент. 
После выделим критический множитель  2х   и сократим его, получим: 

     








 










 







 


















 







 



4

x
sin2x

4

x2
sin

lim

4

x
sin2x

4

x

2
sin

lim
0

0

4

x
sin2x

4

x
cos

lim
2x2x2x

 

 

= 

  












































 






 


1

0

0

4

2
4

2
sin

lim

4
sin2

4

2
4

2

4

2
sin

lim
22 х

х

x
x

х

хх

xx 









 = 

 

= 

 

 
 

 
 

  





 










 










 







 




4

x
sin2x4

2x
lim

4

x
sin2x4

x2
lim

4

x
sin2x

4

x2
1

lim
2x2x2x

. 
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Шаг 4. Подставим предельное значение: 







 




4

x
sin4

lim
2x

 = 
414

2
sin4

4

2
sin4














 










 




. 

 

Ответ: 
 

42x
4

xctg
lim

2x









. ■ 

 

 
Пример 3.16 

Вычислить предел: 





 x4

xcosxsin
lim

4
x

. 

РЕШЕНИЕ  
Шаг 1. Подставим предельное значение. 

Получим: 





 x4

xcosxsin
lim

4
x

 = 
0

02

2

2

2

4
4

4
cos

4
sin
















. 

Констатируем неопределенность вида 







0

0
.  

Шаг 2. Выделим и применим первый замечательный предел. 
Сразу выделить и применить первый замечательный предел не 

удастся, так как предел содержит разность синуса и косинуса, поэтому 
вначале косинус преобразуем в синус с помощью формулы приведения 

(см. приложение 3) 





 


 х
2

sinхcos , получим:  









 



















 x4

x
2

sinxsin
lim

0

0

x4

xcosxsin
lim

4
x

4
x

. 

Разность синусов преобразуем в произведение так, чтобы одним из 
множителей был бы синус, в пределе стремящийся к нулю.  

Для этого воспользуемся тригонометрическим тождеством: 

2
sin

2
cos2sinsin


 . В данном примере 






 


 х
2

;х , 

получим: 
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





















 











 








 x4

2

x
2

x
sin

2

x
2

x
cos2

lim
x4

2

x
2

x
sin

2

x
2

x
cos2

lim

4
x

4
x

 = 

= 






























 x4

4

x4
sin

2

2
2

lim
x4

2
2

x4

sin
4

cos2
lim

x4
2

2
x2

sin
2
2cos2

lim
4

x
4

x
4

x

 = 

 



























 0
0

0
02

0
0sin

2
x4

4
x4

sin
lim2

x4
4

x4
sin2

lim

4
x

4
x

. 

 

Теперь можно выделить и применить первый замечательный предел, 

так как  0
4

x4
sinlim

4
x







. 

Заметим, что аргумент синуса в 4 раза меньше знаменателя, разде-
лим и помножим знаменатель на «4». 

 

4
4

x4
4

x4
sin

lim2

4
x 










 = 
























1

4

х4
4

х4
sin

lim

4
x

 = 
4

2

4

1
lim2

4
x






. 

Ответ: 
4

2

x4

xcosxsin
lim

4
x








. ■ 

 
 

3.9. Раскрытие неопределенности (  –  ) 
 
При вычислении пределов  )x(g)x(flim

x



 подстановка предельного 

значения иногда приводит к неопределенности вида   , когда пре-
дельные значения функций )x(g),x(f  стремятся к бесконечности.  

Рассмотрим раскрытие данной неопределенности на примерах. 
 

 
Пример 3.17  

Вычислить предел: 










 4x

2

4x2

3
lim

22x
. 

РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Подставим предельное значение. 
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










 4x

2

4x2

3
lim

22x
 =    .1.п

0

2

0

3

42

2

422

3
2







 

В данном примере констатируем неопределенность    для её 
раскрытия приведем дроби к общему знаменателю. 

Шаг 2. Приведение дробей к общему знаменателю. 
Найдем общий знаменатель, разложив знаменатели дробей на мно-

жители.  
В знаменателе первой дроби (2х + 4) вынесем общий множитель 2 за 

скобки, получим: 2х + 4 = 2 · (х + 2).  
Знаменатель второй дроби (х2 − 4) разложим на множители, приме-

няя формулу сокращенного умножения (см. табл. 3.3, п. 1): 
   2x2x4х2  . 












 4x

2

4x2

3
lim

22x
 =   = 











 )2x()2x(

2

)2x(2

3
lim

2x
. 

Таким образом, общим знаменателем является произведение 
   2x2x2  . Дополнительным множителем к числителю первой дро-

би является множитель  2x  , к числителю второй дроби – множитель 2.  
Шаг 3. Запишем результаты преобразований, подставим пре-

дельное значение: 
























 )2x()2x(

2

)2x(2

3
lim

2)2х(

2x
 = 

 











 )2x()2x(2

222x3
lim

2x
 = 

= 










 )2x()2x(2

46x3
lim

2x 










 )2x()2x(2

10x3
lim

2x
 = 

 

= 
 

     042

16

22222

1023








 = 

0

2 1.п
 . 

Ответ: 










 4x

2

4x2

3
lim

22x
 = . ■ 

 

 
Пример 3.18  
Вычислить предел:     2x4ln4xlnlim 52

x



. 

РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Подставим предельное значение: 

             


lnln24ln4ln2x4ln4xlnlim 5252

x
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В данном примере неопределенность    дает разность лога-

рифмов, применим свойство логарифмов: 
b

a
lnblnaln  . 

Шаг 2. Применим свойство логарифмов: 

      
 2x4

4х
lnlim2x4ln4xlnlim

5

2

x

52

x 





. 

Шаг 3. Применим теорему о пределе (см. табл. 3.1, п. 7): 

 
 

 
 2x4

4х
limln

2x4

4х
lnlim

5

2

x5

2

x 







. 

Шаг 4. Вычислим предел 
 
 2x4

4х
lim

5

2

x 



. 

Подставив предельное значение, получим:  

 
 

2.п
2

4

41

х

2
4

х

4

х

1

lim

х

2

х

х4
х

4

х

х

lim
24

4

2x4

4х
lim

5

53

x

55

5

55

2

x5

2

5

2

x





































= 

 

0
4

0

04

002.п
2

4

41













 . 

 

Шаг 4. Вычислим предел 
 
 2x4

4х
limln

5

2

x 



. 

Учитывая, что предел 
 
  0

2x4

4х
lim

5

2

x






, получим: 

 
  





0ln

2x4

4х
limln

5

2

x
 (см. табл. 3.2, п. 4). 

Ответ:      


2x4ln4xlnlim 52

x
. ■ 

 
Пример 3.19  

Вычислить предел:  9х215х8xlim 22

x



. 

РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Подставим предельное значение. 

  


9х215х8xlim 22

x
. 
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Констатируем неопределенность типа   .  
Шаг 2. Избавимся от иррациональности, дающей неопределен-

ность. 
Умножим и разделим на сопряженное выражение 

 9х215х8x 22  . 

    


9х215х8xlim 22

x
 

 

   
  






 9х215х8x

9х215х8x9х215х8x
lim

22

2222

x
 

 

   
 9х215х8x

9х215х8x
lim

22

2
2

2
2

x 






 
  




 9х215х8x

9х215х8x
lim

22

22

x
 

 

   9х215х8x

24х8x
lim

9х215х8x

9х215х8x
lim

22

2

x22

22

x 










. 

Шаг 3. Подставим предельное значение. 

Нетрудно убедиться, что предел содержит неопределенность 









, 

которая устраняется делением на старшую степень 2х . 

  













 






















2

2

2

2

222

2

x22

2

x

х

9х2

х

15х8x

x

24

x

х8

x

x

lim
9х215х8x

24х8x
lim  























44

2

444

2

222

2

x

x

9

x

х2

x

15

x

х8

x

x

x

24

x

х8

x

x

lim

















































42432

2

42432

2

x 921581

248
1

x

9

x

2

x

15

x

8

x

1
x

24

x

8
1

lim  

  

































1.п

0
1

00000

0012.п

921581

24
01

. 
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Ответ:   


9х215х8xlim 22

x
. ■ 

 

Иногда неопределенность    удобнее преобразовать в неопре-

деленность 







0

0  по схеме: 

    

















































 0

0

)x(g

1

)x(f

1
)x(f

1

)x(g

1

lim

)x(g

1
1

)x(f

1
1

lim)x(g)x(flim
xxx

. 

 

Полученная неопределенность раскрывается вышерассмотренными 
приемами.  

 
3.10. Второй замечательный предел 
 
С помощью второго замечательного предела может быть раскрыта 

неопределенность  1 . 

Второй замечательный предел имеет вид: e
x

1
1lim

x

x







 


. 

Рассмотрим частные случаи второго замечательного предела, удоб-
ные при решении отдельных задач. 

Преобразуем соотношение e
x

1
1lim

x

x







 


, выполнив подстановку:  

t
x

1
  → 

t

1
x  , при 0t,x  , тогда предел примет вид: 

    e1t1lim t/1

0t
 


. 

В общем случае, если переменную х заменить функцией )х(f , анали-
тическая форма записи второго замечательного предела имеет вид: 

   

 
  e1

xf

1
1lim

xf

xf









 


 − первая форма; 

 

 
       e1xf1lim 

xf

1

0xf
 


 − вторая форма. 

 

Раскрытие неопределённости вида  1  осуществляется «подгонкой» 
ко второму замечательному пределу по схеме: 
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     
 



























)x(g1)x(f

xx

1)х(f

1

)x(g

1)x(f1lim1)х(flim

      )x(g1)x(f

x
)x(g1)x(f1)х(f

1

lim

xx
еelimе1)x(f1lim






















. 

Рассмотрим описанный прием на примерах. 
 
Пример 3.20 

Вычислить предел:   х
1

х21lim
0x




. 

РЕШЕНИЕ  
Шаг 1. Подставим предельное значение. 
Вычислим пределы: 
а)   1021х21lim

0x



; 

б) 









1.п

0

1

х

1
lim

0x
. 

Констатируем неопределенность вида  1 .  

Шаг 2. Выделим второй замечательный предел: 

 
 

 
 

 
















































ех21limх21limх21lim
х2

1

х2

1
х

1
х2

х2

1

0x

х

1
х2

0x0x
 = 

 

  


















 х

х2

0x

х

1
х2

0x
еlimеlim . 

 

Шаг 3. Применим теорему о пределах: 

Получим 
 

2
2limх

х2
lim

х

х2

0x
ееееlim 0x0x  


















. 

Ответ:   2
х

1

0x
ех21lim 


.   ■ 

 

 
Пример 3.21 

Вычислить предел: 
5

3x

x

2

9x4

7x4
lim















. 
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РЕШЕНИЕ  
Шаг 1. Подставим предельное значение. 
Вычислим пределы: 

а) 1
04

042.п
9

4

7
4

х

9
4

х

7
4

lim

х

9

х

x4
х

7

х

x4

lim
9x4

7x4
lim

xxx


















































































; 

 

б) 








 55

3

5

3x
lim

22

x
.  

Констатируем неопределенность  1 .  
Шаг 2. Выделим в основании степени единицу. 
Преобразуем основание степени, прибавим и вычтем единицу: 

5

3x

x

2

9x4
7x4

lim















 = 
5

3x

x

2

1
9x4

7x4
1lim










 




 . 
 

Приведем к общему знаменателю разность 





 




1
9x4

7x4
. 

 

 

































5

3x

x

5

3x

x

22

9x4

9х47x4
1lim

9x4

9х417x4
1lim  

= 
5

3x

x

2

9x4

16
1lim















 . 

Шаг 3. Выделим второй замечательный предел. 
В пределе бесконечно малой величиной является выражение 












9x4

16
. Поэтому сумму возведем в степень, обратную этой бесконечно 

малой величине, т.е. в степень 








16

9х4
, а показатель степени умножим на 

саму бесконечно малую величину, получим: 

5

3x

x

2

9x4

16
1lim















  = 






































 























5

3x

9x4

16

16

9x4

x

2

9x4

16
1lim . 

Шаг 4. Применим второй замечательный предел: 
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








 











































5

3x

9x4

16

16

9x4

x

2

9x4

16
1lim  = 





















































e

9x4

16
1lim

16

9x4

x

 =  

  = 









 













5

3x

9x4

16

x

2

elim . 
 

Шаг 5. Применим теоремы о пределах. 

Получим: 









 













5

3x

9x4

16

x

2

elim  = 












 











 5

32x

9x4

16

x
lim

e  = 























 

 9x4

32x

5

16

x
lim

e  =  

= 
9x4

32x

x
lim

5

16

e







 (см. табл. 3.1, пп. 1, 6). 
Вычислим отдельно предел: 

2

2

x

2

2

x

22

22

2

x

2

x 94

3
1

lim

x

9

x

4
x

3
1

lim

x

9

x

x4
x

3

x

x

lim
9x4

3x
lim



































2.п
 

= 
0

1

00

01



 1.п

 ∞ (см. примеры 3.4 – 3.6).  

Подставим полученное значение, получим: 

9x4

32x

x
lim

5

16

e







 = 


 
 1

е

1
ee 5

16

 
2.п

 0. 

Ответ: 
5

3x

0x

2

9x4

7x4
lim















 = 0. ■ 

Неопределенность  1  можно раскрыть не выделяя второй замеча-
тельный предел. 

 
3.11. Раскрытие неопределенностей вида      00 ,0,1   
 
Для раскрытия неопределенностей воспользуемся тождеством пока-

зательной функции: 

     )x(fln)x(g)x(fln)x(g ее)x(f
)x(g  . 
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Таким образом, раскрытие указанных неопределенностей сводится к 
отысканию предела функции   А)x(fln)x(glim

x



, который связан с не-

определенностью  0 . Если найдено значение А, то   А)x(g

x
е)x(flim 


. 

Очевидно, для раскрытия любой из отмеченных неопределенностей 
     00 ,0,1   достаточно вычислить предел натурального логарифма 
функции стоящей под знаком предела, и по найденному значению опреде-
лить значение искомого предела, равного Ае . 

 
Пример 3.22 

Вычислить предел:   х
1

х21lim
0x




. 

РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Подставим предельное значение. 
Предел содержит неопределенность  1  (см. пример 3.20). 

Шаг 1. Преобразуем неопределенность  1 . 

Введем обозначение:   Ах21lim
х

1

0x



. 

Прологарифмируем полученное равенство по основанию е: 

  Аlnх21limln
х

1

0x

















 применим теорему о пределе (см. табл. 3.1, п. 8). 

    Аlnх21lnlimх21limln
х

1

х

1

0x0x































. 

Применим свойство логарифмов blogpblog a
p

a  , подставим пре-
дельное значение, получим: 

  
















х

1

х21lnlim
0x

 =      
0

0

0

01ln

x

x21ln
limx21ln

x

1
lim

0x0x









. 

Констатируем неопределенность 







0

0
. 

Шаг 2. Раскроем неопределенность 







0

0
, вычислим 

 
x

x21ln
lim

0x




. 

В данном примере при 0х , эквивалентными бесконечно малыми 
величинами являются:  x21ln   ~ 2х (см. подраздел 3.3, сравнение беско-
нечно малых величин), получим: 
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 
2

x

x2
lim

0

0

x

x21ln
lim

0x0x












. 

 

Шаг 3. Найдём значение А и определим значение искомого предела: 
 

   

 

2

0x

0x0x

еА2Аln

2х21lnlim

Аlnх21lnlimх21limln

х

1

х

1

х

1

































































. 

Таким образом, искомый предел:   2

0x
eАх21lim

х

1




. 

Ответ:   2

0x
eх21lim

х

1




. ■ 

 
Пример 3.23 

Вычислить предел: 
xln1

1

хlim
0x




. 

РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Подставим предельное значение. 
Вычислим пределы: 
а) 0xlim

0x



; 

б) 
xln1

1
lim

0x 
 = 0

1

1

1

xln1

1









. 

Констатируем неопределенность  00 . 

Шаг 2. Преобразуем неопределенность  00 . 

Введем обозначение: Ахlim
xln1

1

0x





. 

Прологарифмируем полученное равенство по основанию е: 

Аlnхlimln
xln1

1

0x

















,  применим теорему о пределе (см. табл. 3.1, п. 8). 

Аlnхlnlimхlimln
xln1

1

xln1

1

0x0x































. 
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Применим свойство логарифмов blogpblog a
p

a  , подставим пре-
дельное значение, получим: 


















xln1

1

хlnlim
0x

 = 











  1xln1

xln
limxln

xln1

1
lim

0x0x
. 

Констатируем неопределенность 









. 

Шаг 3. Раскроем неопределенность, вычислим 
xln1

xln
lim

0x 
. 

 
















 

xln

xln

xln

1
xln

nx1

lim
0xlnнаьзнаменатели

числительразделим

xln1

nx1
lim

0x0x
 

 

1
1

1

10

12.п

1
1

1

1
xln

1
1

lim
0x












. 

 

Шаг 4. Найдём значение А и определим значение искомого предела: 

eeA1Аln

1хlnlim

Аlnхlnlimхlimln

1

0x

0x0x

xln1

1

xln1

1

xln1

1


































































.  

Таким образом, искомый предел: eАхlim
xln1

1

0x





. 

Ответ: ехlim
xln1

1

0x





.  ■ 

 
Пример 3.24 

Вычислить предел:   nx1

3

1ххlim 2

x



. 

РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Подставим предельное значение. 
Вычислим пределы: 

а)     


11ххlim 22

x
,  
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б) 0
2.п3

ln
3

xln
3

lim
x 













. 

Предел содержит неопределенность  0 . 

Шаг 2. Преобразуем неопределенность  0 . 

Введем обозначение:   А1ххlim
xln

3

2

x



. 

Прологарифмируем полученное равенство по основанию е: 

  Аln1ххlimln
xln

3

2

x




















, применим теоремы о пределе (см. табл. 3.1, 

пп. 7, 1): 
 

    Аln1ххlnlim1ххlimln
xln

3

xln

3

2

x

2

x





































. 

Применим свойство логарифмов blogpblog a
p

a  , подставим пре-
дельное значение, получим: 

 



















xln

3

1ххlnlim 2

x
 =  


1ххln

xln

3
lim 2

x
 

 

 





ln

1ln
3

2    

















3ln3ln
3 . 

Констатируем неопределенность 









. 

Шаг 3. Раскроем неопределенность 









 и вычислим предел: 

 
xln

1хxln
lim3

2

x




. 

Преобразуем числитель. У аргумента натурального логарифма выне-
сем общий множитель х за скобки. Далее применим свойство логарифмов 

blogalogablog ccc   и распишем дробь на две.  

 




















 xln

х

1

х

х
хxln

lim3
xln

1хxln
lim3

22

2

x

2

x
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






 























 xln

x
111lnxln

lim3
xln

x

1
11xln

lim3
2

x

2

x
 

 
























 


























 


 xln

x
111ln

1lim3
xln

x
111ln

xln

xln
lim3

2

x

2

x
. 

 

Применим теорему о пределе (см. табл. 3.1, п. 2):  
 


























 


























 


 xln

x
111ln

lim13
xln

x
111ln

lim1lim3
2

x

2

xx
 

 

2.п
111ln

lim13
ln

111ln
lim13

x

2

x






























































= 

 

 
















011ln
lim13

x
  313013

2.п2ln
lim13

x










. 

 

Шаг 4. Найдём значение А и определим значение искомого предела: 

   

 
3

2

x

2

x

2

x
еА3Аln

1
xln

1хxln
lim

Аln
xln

1хxln
lim31ххlnlim

xln

3












































 

Таким образом, искомый предел:   32

x
е1ххlim

xln

3




. 

Ответ:   32

x
е1ххlim

xln

3




.  ■ 
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3.12. Раскрытие неопределенности вида  0  
 
Неопределенности такого вида раскрываются с помощью замеча-

тельных пределов, или с помощью элементарных преобразований, или за-

меной переменной сводятся к неопределенностям вида 









 или 







0

0
. 

Рассмотрим данный приём на примерах. 
 

 
Пример 3.25 
Вычислить предел:  x6sinх3tglim

2
x





. 

РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Подставим предельное значение: 

    03sin
2

3
tg

2
6sin

2
3tgx6sinх3tglim

2
x







 







 







 





 

Констатируем неопределенность  0 . 
Шаг 2. Преобразуем неопределенность  0 . 
Заметим, что аргумент синуса (6х) в два раза больше аргумента тан-

генса (3х), применим тригонометрические тождества (см. приложение 2). 

  x3соsx3sin2x32sinx6sin;
x3соs

x3sin
x3tg  , 

 

тогда          





 







x3cosx3sin2
x3cos

х3sin
lim0x6sinх3tglim

2
x

2
x

 

  21212
2

3
sin2

2
3sin2x3sinlim2 2

2
22

2
x







 







 





. 

Ответ:   2x6sinх3tglim

2
x





  ■ 

 
Пример 3.26 

Вычислить предел: 






 


 3

2

x х

1х
tgx6lim . 

РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Подставим предельное значение: 








 


 3

2

x х

1х
tgx6lim = 

3

2

xx х

1х
tglimx6lim





. 
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Вычислим предел: 








 



 3

2

x3

2

x х

1х
limtg

х

1х
tglim  














































0
1

002.п
1

11

1
х

1

х

1

lim

х

х
х

1

х

х

lim
х

1х
lim

33

x

3

3

33

2

x3

2

x
. 

Подставим значение предела, получим: 

00tg
х

1х
limtg

3

2

x








 


 . 

Вывод: данный предел содержит неопределенность  0 . 
Шаг 2. Преобразуем неопределенность  0 . 

Применим основное тригонометрическое тождество 




соs

sin
tg  и 

применим теоремы о пределах (см. табл. 3.1, пп. 3, 4), получим:   

3

2

x

3

2

xx

3

2

3

2

x

х

1х
соslim

х

1х
sinlimx6lim

х

1х
соs

х

1х
sin

x6lim



































. 

Вычислим отдельно пределы: 

а) 00sin0
х

1х
lim

х

1х
limsin

х

1х
sinlim

3

2

x3

2

x3

2

x




















 





; 

 

б) 10соs0
х

1х
lim

х

1х
limсоs

х

1х
соslim

3

2

x3

2

x3

2

x




















 





. 

 

Факт, что 0
х

1х
sinlim

3

2

x





, дает возможность выделить и применить 

первый замечательный предел.  
Поделим и помножим синус на аргумент самого синуса.  

Подставим значение предела 1
х

1х
соslim

3

2

x





, получим: 
 

































3

2

3

2

3

2

x

3

2

x

х

1х

х

1х
х

1х
sin

x6lim
1

х

1х
sinx6lim

 = 
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






 

































 3

2

x

3

2

3

2

x х

1х
1х6lim1

0

0

х

1х
х

1х
sin

lim  

 

= 
 

3

3

x3

2

x х

х6х6
lim

х

1хх6
lim







. 
 

Шаг 3. Подставим предельное значение. 















 3

2

3

3

x

66

х

х6х6
lim . 

Констатируем неопределенность 









. 

Шаг 3. Раскроем неопределенность (см. пример 3.4). 

1

6
6

1
х

6
6

lim

х

х
х

х6

х

х6

lim
х

х6х6
lim

2

x

3

3

33

3

x3

3

x















2.п 6
1

6

1

06



. 

Ответ: 






 


 3

2

x х

1х
tgx6lim  = 6. ■ 

 
4. ПОНЯТИЕ НЕПРЕРЫВНОСТИ ФУНКЦИИ.  
    ТОЧКИ РАЗРЫВА  

 
4.1. Непрерывность функции 
 
Непрерывность функции – одно из основных понятий в математиче-

ском анализе, необходимость исследования которой возникает в различ-
ных задачах.  

Приведем эквивалентные определения непрерывности функции, ко-
торые можно использовать при решении некоторых задач. 

I определение. Функция  xfy   называется непрерывной в точке 

оx , если выполняются условия: 
1. Функция определена в точке оx  и в некоторой ее окрестности. 
2. Функция имеет конечные односторонние пределы в этой точке 

при  оxx ,  оxx , равные между собой, равные полному пределу и 
равные значению функции в точке, при оxx  . 

)()(lim)(lim)(lim о
xxxxxx

xfxfxfxf
ооо


 

. 
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II    определение непрерывности функции. Функция  xfy   
называется непрерывной в точке оx , если она определена в точке оx  и в 
некоторой ее окрестности и для любого, сколь угодно малого 0  можно 
указать такое 0 , что при всех х, удовлетворяющих условию  oxx , 

выполняется неравенство      oxfxf , т.е. для любых х из   - окрест-

ности точки оx   oo xxx , значения функции  xf  находятся в   - 
окрестности точки  оxf ,        oo xfxfxf . 

Геометрически непрерывность функции на интервале означает, что 
график этой функции на данном интервале есть сплошная линия без скач-
ков и разрывов (рис. 4.1). 

Если функция непрерывна в каждой точке некоторой области (ин-
тервала, сегмента, и т.п.), то она называется непрерывной в этой области.  

Все элементарные функции непрерывны в каждой точке области 
определения. 

Если функции  xfy1   и  xgy2   непрерывны в точке оxx  , то 

функции:  xfCy  ;    xgxfy  ;    xgxfy  ; 
 
    0xg,
xg

xf
y   так-

же непрерывны в этой точке. 
Точка оx , в которой нарушено хотя бы одно из условий непрерывно-

сти функции, называется точкой разрыва функции. Разрыв функции 
наблюдается, если: 

 в точке оx  функция не определена; 

 не существует предел функции при оxx  ; 

 односторонние пределы существуют, конечны, но не равны меж-
ду собой: )x(flim)x(flim

оо xxxx 
 ; 

 предел функции в точке оx  существует, но не равен значению 
функции в этой точке: )x(f)x(flim о

xx о




. 

Рис. 4.1. Непрерывность функции в  -окрестности точки оx  

f(xо)+ε 

f(xо)-ε 
f(xо) 

x 

y 

0 

y = f(x) 

хо хо+δхо-δ
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Существует два вида разрывов функции в точке. 
 
4.2. Классификация разрывов функции  
 
Разрыв I рода (конечный разрыв). 
Определение. Если в точке оx  существуют односторонние конечные 

пределы В)x(flim
0xx о




 и А)x(flim
оxx




, не равные между собой АВ  , 

то оx  − называется точкой разрыва I рода.  
Геометрическая интерпретация точки разрыва I рода показывает, что 

в точке оx  наблюдается скачок функции со значения у = В до значения 
у = А (рис. 4.2).  

Частным случаем конечного разрыва является устранимый разрыв. 
Определение. Если в точке оx  существуют конечные односторонние 

пределы функции и они равны между собой, а сама функция в этой точке 
не определена, то оx  − точка устранимого разрыва: 

A)x(flim)x(flim
оо xxxx




. 

Разрыв устраняют с помощью доопределения функции в точке  
х = хо так, чтобы значение функции в этой точке равнялось значению од-
носторонних пределов (рис. 4.3, а), или переопределив её в точке хо  
(рис. 4.3, б). 

Разрыв II рода (бесконечный разрыв). 
Определение. Если в точке оx  хотя бы один из односторонних пре-

делов не существует, или равен бесконечности, то точку оx  называют точ-
кой разрыва II рода. Ниже представлены варианты разрывов II рода.  

 
 

Рис. 4.2. Разрыв функции. Точка разрыва I рода 

x 

y 

0 

B 

А 

y = f(x) 

хо 
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а) родаIIразрываточкаx)x(flim,В)x(flim о
xxxx оо








 


; 

б) родаIIразрываточкаx
.А)x(flim

,)x(flim

о

xx

xx

о

о 













; 

в) родаIIразрываточкаx
.)x(flim

,)x(flim

о

xx

xx

о

о 













; 

г) родаIIразрываточкаx
.существуетне)x(flim

,существуетне)x(flim

о

xx

xx

о

о 



















. 

д) родаIIразрываточкаx
.существуетне)x(flim

,А)x(flim

о

xx

xx

о

о 



















; 

е) родаIIразрываточкаx
.А)x(flim

,существуетне)x(flim

о

xx

xx

о

о 



















. 

 
На рис. 4.4 дадим геометрическую интерпретацию разрывов функ-

ции II рода для случая а) и с). 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4.3. Разрыв функции. Точка устранимого разрыва: 
а – устранение разрыва доопределением функции у(хо) = А; 
б – устранение разрыва доопределением функции у(хо) = В 

x 

y 

0 

y = f(x) 

хо 

    В

б) a) 

x 

y 

0 

y = f(x) 

хо 

A 
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4.3. Асимптоты  
 
В случае, когда график функции содержит бесконечные ветви, для их 

построения используют вспомогательные прямые, называемые асимптотами. 
Определение. Если расстояние δ от точки М (при неограниченном 

удалении ее от начала координат) кривой  xfy   до некоторой опреде-
ленной прямой при оxx   стремится к нулю, то эта прямая называется 
асимптотой. 

Различают вертикальные, горизонтальные и наклонные асимптоты. 
Определение. Прямая оxx   называется вертикальной асимпто-

той графика функции  xfy  , если хотя бы один из ее односторонних 
пределов )x(flim

оxx 
 или )x(flim

оxx 
 равен   или  . 

Определение. Прямая bkxy   называется наклонной асимпто-
той графика функции  xfy   при x  или x , если  xf  пред-
ставима в виде    xkxxf  , где 0)x(lim

х



 или 0)x(lim

х



. 

График функции  xfy   при x  или x  имеет наклонную 
асимптоту тогда и только тогда, когда существуют два конечных предела: 

 
х

xf
k

x 
 lim ; 

  kxxfb
x




lim . 

Замечание. Если 0k  , то наклонная асимптота превращается в го-
ризонтальную асимптоту с уравнением by  . 















.)x(flim

,В)x(flim

)а

о

о

xx

xx  

x 

y 

0 

y = f(x) 

хо 

 В 















.)x(flim

,)x(flim

)с

о

о

xx

xx  

x 

y 

0 

y = f(x) 

хо 

Рис. 4.4. Разрыв функции. Точка разрыва II рода 
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В качестве примеров на рис. 4.5 изображены графики функций с 
асимптотами, изображенными пунктирными линиями. 

 
4.4. Исследование функции на непрерывность  
 
Исследование функции на непрерывность построено на вычислении 

односторонних пределов функции в соответствующих точках. 
При исследовании функции на непрерывность точки разрыва можно 

выбрать двумя способами: 

1. Если функция 
 
 








.ax  ,x

;ax  ,xf
y  – составная, то на разрыв исследу-

ется точка сопряжения х = а. 
2. Если функция  xfy   не составная, то исследуются точки, в ко-

торых функция не определена, как правило, в этих точках функция терпит 
разрыв II рода. 

Рассмотрим исследование функций на непрерывность на конкретных 
примерах. 

 
Пример 4.1. 
Исследовать функцию на непрерывность и построить ее график,  

если: 








.1x ,   2x

,1x  , 1x
y

2

 

РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Анализ ООФ.  
Данная функция является кусочно-аналитической, так как задана 

различными формулами на интервалах  1;  и  ;1 .  
Функция определена на всей числовой оси. 
Вывод: ООФ: х R. 
Шаг 2. Исследование функции в точке сопряжения. 

Рис. 4.5. Графики функций, имеющие асимптоты: 
а – горизонтальная; б – наклонная; в − вертикальная 

у 

0 х

   в)     a) у 

0 х 

   б) у 

0 х
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Функция определена на всей числовой оси ОХ, следовательно, точки 
разрыва могут быть только на границе сопряжения составных частей. Вы-
числим односторонние пределы в точке 1x  : 

   
   

   2xlim1xlim
321lim2xlim

211lim1xlim

1x

2

1x
1x1x

2

1x

2

1x 















 . 

Односторонние пределы существуют, они конечны, но не равны 
между собой. 

Вывод: в точке 1x   функция терпит конечный разрыв первого рода. В 
данной точке наблюдается скачок функции со значения у = 2 до значения у = 3. 

Шаг 3. Построение графика функции. 
На интервале  1;  изобразим параболу с вершиной в точке  1;0 , а 

на полуинтервале  ;1  – прямую 2ху   (рис. 4.6). 

4.5. Эскизирование графика функции  
 
Под эскизированием графика функции понимается построение эски-

за (наброска) графика функции без проведения полного исследования 
функции. Эскиз должен достаточно точно отражать поведение функции в 
окрестностях граничных точек, точек разрыва, в нулях функции и на бес-
конечности.  

Алгоритм эскизирования графика функции: 
1. Найти область определения функции. 
2. Исследовать функцию на четность (нечетность), периодичность. 

Если выполняется условие четности (нечетности), исследование функции 
достаточно провести на интервале  ;0 . 

3. Вычислить односторонние пределы функции в точках разрыва. 

Рис. 4.6. График функции 








.1x    ,2x

;1х , 1x
y

2
 

0 1 х 

у 

1xy 2 

2 

3 

1 

2xy   
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4. Найти нули функции. 
5. Исследовать поведение функции на бесконечности. 
6. Построить эскиз графика функции. В случае, когда функция чет-

ная (нечетная) применить свойство симметрии. 
 
Пример 4.2 

Построить эскиз графика функции 5x4x

1
2

2y  . 
РЕШЕНИЕ  
Шаг 1. Найдем ООФ. 
Область определения функции регламентируется выполнением усло-

вия 05x4x2  .  
Решим квадратное уравнение: 05x4x2  : 

 




























.5
2

64

,1
2

64

2

64

2

364

12

51444
x

2

2,1  

В точках 1x;5x 21   функция не определена, а значит, имеет 
разрыв. 

Вывод: ООФ:       ;11;55;x . 
Геометрическая интерпретация ООФ изображена на рис. 4.7. 

 
Шаг 2. Исследуем функцию на четность (нечетность), перио-

дичность. 
Проверим условие четности (нечетности) (см. подраздел 1.3, свой-

ства функции 2 и 3): 

      5х4х

1

5x4x

1
22

22хy   . 
Вывод: функция общего вида, непериодическая. 
Шаг 3. Исследуем поведение функции в точках разрыва. 
Вычислим односторонние пределы функции в точках разрыва: 

а) 5x4x

1

5x

2
2lim 


; б) 5x4x

1

5x

2
2lim 


 

Рис. 4.7. ООФ 
5x4x

1
2

2y   

1 х -5 
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в) 5x4x

1

1x

2
2lim 


; г) 5x4x

1

1x

2
2lim 


 

При вычислении односторонних пределов а) – г) выражение 
( 5х4х2  ) является бесконечно малой величиной, которая может быть 
как положительной, так и отрицательной. Знак бесконечно малой величи-
ны существенно влияет на значение предела.  

Исследуем точку 5x1  .  

а) Вычислим левосторонний предел 5x4x

1

5x

2
2lim 


.  

Переменная х стремится к (−5) слева, для определения знака беско-
нечно малой величины подставим вместо х значение из интервала 
(− ∞; −5), расположенного левее точки 5x  , например, 6x   (см. 

рис. 4.7), получим:     07524365646 2  .  
 

Вывод: бесконечно малая величина 5х4х 2   при  5x  поло-
жительная, таким образом: 

5x4x

1

5x

2
2lim 


 = 0

1

2  1.п  2  = . 

б) Вычислим правосторонний предел 5x4x

1

5x

2
2lim 


.  

Переменная х стремится к (− 5) справа, для определения знака беско-
нечно малой величины подставим вместо х значение из интервала  
(− 5; 1), расположенного правее точки 5x  , например, 4x   (см.  

рис. 4.7), получим:     05516165444 2  . 

Вывод: бесконечно малая величина 5х4х2   при  5x  отри-
цательная, таким образом:  

5x4x

1

5x

2
2lim 


 = 0

1

2  = 0

1

2


  2  = 



1

2

1
 2.п  0. 

Вывод: 























02lim

,2lim

5x4x

1

5x

5x4x

1

5x

2

2

 5x1   − точка разрыва II рода. 

Заключение: прямая 5x   – вертикальная асимптота. 
Исследуем точку 1x2  .  
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в) Вычислим левосторонний предел 5x4x

1

1x

2
2lim 


.  

Переменная х стремится к 1 слева, для определения знака бесконечно 
малой величины подставим вместо х значение из интервала (−5; 1), распо-
ложенного левее точки 1x  , например, 0x   (см. рис. 4.7), получим: 

0550050402  . 
Вывод: бесконечно малая величина 5х4х 2   при 1x  отрица-

тельная, таким образом:  

5x4x

1

1x

2
2lim 


 = 0

1

2  = 0

1

2


   2  = 



1

2

1
 2.п  0. 

г) Вычислим правосторонний предел 5x4x

1

1x

2
2lim 


.  

Переменная х стремится к 1 справа, для определения знака беско-
нечно малой величины подставим вместо х значение из интервала (1; ∞), 
расположенного правее точки 1x  , например, 2x   (см. рис. 4.7), полу-
чим: 0758452422  . 

Вывод: бесконечно малая величина 5х4х2   при 1x  положи-
тельная, таким образом:  

5x4x

1

1x

2
2lim 


 = 0

1

2  1.п  2  = . 

Вывод:  

























.2lim

,02lim

5x4x

1

1x

5x4x

1

1x

2

2

1x   − точка разрыва II рода. 

Заключение: прямая х = 1 – вертикальная асимптота. 

Шаг 4. Найдем нули функции. 

Для определения нулей функции решим уравнение 02 5x4x

1
2  . 

Исследуемая функция показательная, область ее значений строго 
больше нуля.  

Вывод: функция нулей не имеет, график расположен над осью ОX. 
Шаг 5. Исследуем поведение функции на бесконечности. 
Вычислим пределы функции при x  и x . 
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5x4x

1

x

2
2lim 


 =   5

1

54

1

22
22    = 

1

2  2.п  02  = 1. 

 

5x4x

1

x

2
2lim 


 =  

1

54

1

22
2

 2.п  02  = 1. 

Вывод: прямая у = 1 – горизонтальная асимптота. 
Шаг 4. Построим эскиз графика функции.  
Определим точки пересечения с осью ординат. Вычислим значение 

функции у (0).  

  9,0220y 5

1

5040

1
2




 . 

Вывод: график функции пересекает ось ОY в точке 












 
5

1

2;0 . 

Изобразим асимптоты графика функции пунктирными линиями.  
Учитывая значения односторонних пределов, изобразим эскиз гра-

фика функции 5x4x

1
2

2y   (рис. 4.8).  
Замечание. Для более адекватного изображения графика функции 

можно взять дополнительные точки. 

 

Рис. 4.8. График функции 5x4x

1
2

2y   

Вертикальная 
асимптота х = -5 

Вертикальная 
асимптота х = 1 

Горизонтальная 
асимптота у = 1 

0 1 х 

0,9 

-5 

у 

1 
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5. ПРАКТИКУМ С УКАЗАНИЯМИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО 
   РЕШЕНИЯ 
 

5.1. Найти области определения указанных функций 
 

5.1.1. 
10х5

х8х2
y

2




  

Указания:  
ООФ регламентируется условиями (см. табл. 1.2): 
а) знаменатель дроби отличен от нуля: 010х5  ; 
б) подкоренное выражение неотрицательно: 08х2  ; 

в) ООФ записать в виде системы: 
 
 







2.08х2

1;010х5
 

г) решить систему, записать ответ, построить геометрическую ин-
терпретацию ООФ (рис. 5.1). 

Ответ:     ;22;4х .  ■ 

5.1.2. 
 

10x2
3

x1ln
y 


  

Указания:  
ООФ регламентируется условиями (см. табл. 1.2): 
а) аргумент логарифмической функции положителен 0х1  ; 
б) подкоренное выражение неотрицательно: 010х2  ; 

в) ООФ записать в виде системы: 
 
 







2.010х2

1;0x1
 

г) решить систему, записать ответ, построить геометрическую ин-
терпретацию ООФ (рис. 5.2). 

Ответ:  1;5х  .   ■ 

х 2-4 

Рис. 5.1. Геометрическая интерпретация ООФ 
10х5

х8х2
y

2




  

Рис. 5.2. Геометрическая интерпретация ООФ 
 

10x2
3

x1ln
y 


  

х 1-5 
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5.2. Построить графики указанных функций посредством  
       элементарных преобразований 
 

5.2.1  11
2

x
sin3y 






   

Указания:   
а) заданную функцию привести к виду   d)сxb(fay  ; 

  12х
2

1
sin311

2

x
sin3y 






 






  ; 

б) построить график функции y = sinx на отрезке [0; 2π]; 

в) определить период и построить график функции x
2

1
siny  ; 

г) построить график функции 
2

х
sin3y  ; 

д) построить график функции  2х
2

1
sin3y  ; 

е) построить график функции   12х
2

1
sin3y  .   

Ответ: график функции 11
2

x
sin3y 






   (рис. 5.3). ■ 

5.2.2. 31
3

x
соs2y 






    

Указания:  
а) заданную функцию привести к виду   d)cxb(fay  ; 

  33х
3

1
соs231

3

x
соs2y 






 






  ; 

Рис. 5.3. График функции 11
2

sin3 





 

x
y  

-1 

2 

 - 4

у 

2 

0 
х 
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б) построить график функции xсоsy   на отрезке [0; 2π]; 

в) определить период и построить график функции x
3

1
соsy  ; 

г) построить график функции  





  3х

3

1
соsy ; 

д) построить график функции  





  3х

3

1
соs2y ; 

е) построить график функции; 31
3

x
соs2y 






  . 

Ответ: график функции 31
3

x
соs2y 






   (рис. 5.4). ■ 

5.2.3. 
2х14

3х7
y




  

Указания:  
а) заданную функцию привести к виду d)сх(fаy  ; 
 

   

.
2

1

7
1х

1

7

2

7
1х

1

7

2

2

1

7
1х

1

7

4
1

2

1

1х7

4
1

2

1

1х7

4

1х7

1х7

2

1

1x7

41х7

2

1

1x7

311х7

2

1

1x7

3х7

2

1

2х14

3х7
y






































































 

б) построить график функции 
x

1
y  ; 

Рис. 5.4. График функции 31
3

x
соs2y 






   

x 

у 

0 -3 

5 

 1 
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в) построить график функции 

7
1x

1
y


 ; 

г) построить график функции 

7
1x

1

7

2
y


 ; 

д) построить график функции 
2

1

7
1x

1

7

2
y 


 ; 

е) построить график функции 
2х14

3х7

2

1

7
1x

1

7

2
y







 ; 

ж) построить график функции 
214

37





х

х
y . 

Ответ: график функции 
214

37





х

х
y  (рис. 5.5).  ■ 

5.2.4. 
4х10

10х5
y




  

Указания:  
а) заданную функцию привести к виду d)сх(fаy  . 
 

 
 

 


















2x5

1022х5

2

1

2x5

10х5

2

1

2x52

10х5

4х10

10х5
y

 

 

у

1/7 

х 

Вертикальная  
асимптота: х = 1/7 

Горизонтальная 
асимптота: у = − 0,5 

-3/2

-3/7

Рис. 5.5. График функции:
 214

37





х

х
y  
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 






2x5

82х5

2

1


























2х5

8
1

2

1

2х5

8

2х5

2х5

2

1

 


















5
2х

1

5

8
1

2

1
.

2

1

5
2х

1

5

4

5
2х

1

5

4

2

1








 

б) построить график функции 
x

1
y  ; 

в) построить график функции 

5
2x

1
y


 ; 

г) построить график функции 

5
2x

1

5

4
y


 ; 

д) построить график функции
 5

2x

1

5

4
y


 ; 

е) построить график функции 
2

1

5
2x

1

5

4
y 


 ; 

ж) построить график функции 
4х10

10х5

2

1

5
2x

1

5

4
y







 . 

Ответ: график функции 
4х10

10х5
y




  (рис. 5.6). ■ 

 

Рис. 5.6. График функции 
4х10

10х5
y




  

− 2

у

х 

вертикальная  
асимптота: х = − 0,4 

0

горизонтальная  
асимптота: у = 0,5 

10/4
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5.2.5. 154х23y   

Указания:  
а) построить график функции 4х2y  ; 

б) построить график функции 4х2y  ; 

в) построить график функции 4х23y  ; 

г) построить график функции 54х23y  ; 

д) построить график функции 54х23y  ; 

е) построить график функции 154х23y  .    

Ответ: график функции 154х23y   (рис. 5.7). ■ 

5.3. Вычислить указанные пределы 
 

5.3.1. 
х42

1x7
lim

3x 



 

Указание: подставить предельное значение. 

Ответ: 
7

3
1 .  ■ 

5.3.2. 
х72

1x
lim

2

2x 



 

Указание: подставить предельное значение. 

Ответ: 
4

1
 . ■ 

Рис. 5.7. График функции 154х23y 
 (Масштаб по оси OY в 3 раза меньше масштаба по оси OX) 

х 

у 

31 0 

6 

4 

2
-1 

4/3 8/3
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5.3.3.    
х36

3x
lim

2x 



   

Указания:  
а) подставить предельное значение; 

б) применить правило 1: 
0

C
. 

Ответ: ∞.  ■ 
 

5.3.4. 
х48

5x2
lim

2x 



 

Указание:  
а) подставить предельное значение; 

б) применить правило 1: 
0

C
. 

Ответ: - ∞. ■ 
 

5.3.5. 
x4x3

x4x9
lim

3

3

x 



 

Указание:  
а) подставить предельное значение, предел содержит неопределен-

ность 









; 

б) поделить почленно числитель и знаменатель на старшую степень 
3х ; 

в) применить правило 2: 0
C



. 

Ответ: 3.  ■ 
 

5.3.6. 
42

4

x x4x3

х8x5
lim





 

Указание:  
а) подставить предельное значение, предел содержит неопределен-

ность 









; 

б) поделить почленно числитель и знаменатель на старшую степень 
4х ; 

в) применить правило 2: 0
C



. 

Ответ: − 2. ■ 
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5.3.7. 
x6x3

х85
lim

2

3

x 



 

Указание:  
а) подставить предельное значение, предел содержит неопределен-

ность 









; 

б) поделить почленно числитель и знаменатель на старшую степень 
3х ; 

в) применить правило 2: 0
C



; 

г) применить правило 1: 
0

C
. 

Ответ: − ∞. ■ 
 

5.3.8. 
xx2

х2х
lim

4

36

x 



 

Указание:  
а) подставить предельное значение, предел содержит неопределен-

ность 









; 

б) поделить почленно числитель и знаменатель на старшую степень 
6х ; 

в) применить правило 2: 0
C



; 

г) применить правило 1: 
0

C
. 

Ответ: ∞.  ■ 
 

5.3.9. 
xx2

хх
lim

4

32

x 



 

Указание:  
а) подставить предельное значение, предел содержит неопределен-

ность 









; 

б) поделить почленно числитель и знаменатель на старшую степень 
4х ; 

в) применить правило 2: 0
C



. 

Ответ: 0.  ■ 
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5.3.10. 
x3x2

х5х
lim

4

24

x 



 

Указание:  
а) подставить предельное значение, предел содержит неопределен-

ность 









; 

б) поделить почленно числитель и знаменатель на старшую степень 
4х ; 

в) применить правило 2: 0
C



. 

Ответ: 
2

1
.  ■ 

 

5.3.11. 
7x5

х15х
lim

2

2

x 



 

Указание:  
а) подставить предельное значение, предел содержит неопределен-

ность 









; 

б) поделить почленно числитель и знаменатель на старшую степень 
2х ; 

в) применить правило 2: 0
C



. 

Ответ: − 3. ■ 
 

5.3.12. 
18x6

9x
lim

2

3x 



 

Указание:  
а) подставить предельное значение, предел содержит неопределен-

ность 







0

0
; 

б) выделить критический множитель  3x   в числителе и знамена-
теле; 

в) сократить дробь на множитель  3x  ; 
г) подставить предельное значение. 
Ответ: 1.  ■ 
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5.3.13. 
8x2

32x2
lim

2

4x 



 

Указание:  
а) подставить предельное значение, предел содержит неопределен-

ность 







0

0
; 

б) выделить в числителе и знаменателе критический множитель 
 4x  ; 

в) сократить дробь на множитель  4x  ; 
г) подставить предельное значение. 
Ответ: − 8. ■ 
 

5.3.14. 
12х3

35х2
lim

22x 



 

Указание: 
а) подставить предельное значение, предел содержит неопределен-

ность 







0

0
; 

б) умножим числитель и знаменатель на множитель  35х2  ; 
в) выделить в числителе и знаменателе критический множитель 

 2x  ; 
г) сократить дробь на множитель  2x  ; 
д) подставить предельное значение. 

Ответ: 
36

1
. ■ 

 

5.3.15. 
11х2

х2х2
lim

2

1x 



 

Указание:  
а) подставить предельное значение, предел содержит неопределен-

ность 







0

0
; 

б) умножим числитель и знаменатель на множитель  11х2  ; 
в) выделить в числителе и знаменателе критический множитель 

 1x  ; 
г) сократить дробь на множитель  1x  ; 
д) подставить предельное значение. 
Ответ: − 2. ■ 
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5.3.16. 










 1x

2

2x2

3
lim

21x
 

Указание:  
а) подставить предельное значение, предел содержит неопределен-

ность   ;  
б) привести дроби к общему знаменателю:    1х1х2  ; 
в) подставить предельное значение; 

г) применить правило 1: 
0

C
. 

Ответ: ∞.  ■ 
 

5.3.17. 










 8x2

2

6x3

1
lim

22x
 

Указание:  
а) подставить предельное значение, предел содержит неопределен-

ность   ;  
б) привести дроби к общему знаменателю:    2х2х23  ; 
в) подставить предельное значение; 

г) применить правило 1: 
0

C
. 

Ответ: − ∞.  ■ 
 

5.3.18. 
x5x

xsinх2sin
lim

20x 



 

Указание:  
а) подставить предельное значение, предел содержит неопределен-

ность 







0

0
;  

б) применить формулу тригонометрического тождества для x2sin  
(см. приложение 2); 

в) в числителе вынести общий множитель xsin  за скобку, а в знаме-
нателе – х; 

г) выделить и применить первый замечательный предел 

1
0

0

х

xsin
lim

0х










; 

д) подставить предельное значение. 

Ответ: 
5

1
 .  ■ 



 102

5.3.19. 
20x x3

1х4соs
lim




 

Указание:  
а) подставить предельное значение, предел содержит неопределен-

ность 







0

0
;  

б) применить формулу тригонометрического тождества  1x4соs  , 
(см. приложение 2); 

в) выделить и применить первый замечательный предел 

1
0

0

х2

x2sin
lim

0х










; 

г) подставить предельное значение; 

д) сократить на множитель 
2х ; 

е) подставить предельное значение. 

Ответ: 
3

8
 .  ■ 

 

5.3.20.   х4

1

х31lim
0x




 

Указание:  
а) подставить предельное значение, предел содержит неопределен-

ность  1 ;  
б) выделить и применить второй замечательный предел; 
г) для данного предела бесконечно малой величиной является выра-

жение 3х; 

в) вычислить предел 
x4

x3
lim

x 
. 

Ответ: 4
3
е .  ■ 

 

5.3.21. 
3х

x 5x2

7x2
lim















 

Указание:  
а) подставить предельное значение, предел содержит неопределен-

ность  1 ;  
б) выделить в основании степени единицу; 
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в) для данного предела бесконечно малой величиной является выра-

жение 
5х2

12




; 

г) выделить и применить второй замечательный предел; 

д) вычислить предел 
5x2

36x12
lim

x 



. 

Ответ: 6е .  ■ 
 
5.4. Исследовать функции на непрерывность, указать точки 
       разрыва, построить графики 
 

5.4.1. 








.0x ,   2x

,0x  , 1x
y

3

 

Указания:   
а) найти область определения функции (см. подраздел 1.2, табл. 1.2); 
б) исследовать функцию в точке сопряжения х = 0; 
в) построить график функции 1xy 3   на интервале (- ∞; 0); 
г) построить график функции 2xy   на полуинтервале [0; ∞); 

Ответ: 0х   - точка разрыва I рода, в точке наблюдается скачок 
функции со значения 1y   до значения 2y  ; график функции смотри на 
рис. 5.8. ■ 

Рис. 5.8. График функции 








.0 ,   2

,0  , 13

xx

xx
y  

у 

х 0 2 

-2

1

1xy 3 

2xy   
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5.4.2. 













.2x ,   х6

2х0,2

,0x  , 1x

y  

Указания:   
а) найти область определения функции (см. табл. 1.2); 
б) исследовать функцию в точках сопряжения 0x1  , 2x2  ; 
в) построить график функции 1хy   на интервале (– ∞; 0]; 
г) построить график функции 2y   на полуинтервале (0; 2];  
д) построить график функции х6y   на интервале (2; +∞).  
Ответ: 0х1   - точка разрыва I рода, в точке наблюдается скачок 

функции со значения 1y   до значения 2y  ; 2х2   - точка разрыва I ро-
да, в точке наблюдается скачок функции со значения 2y   до значения 

4y  ; график функции смотри на рис. 5.9.  ■ 
 

5.5. Построить эскиз графика функции 
 

5.5.1. 4x

1

2y   
Указания:   
а) найти область определения функции (см. табл. 1.2);  
б) исследовать функцию в точке 4x  ; 
в) исследовать  функцию на четность (нечетность); 
г) найти нули функции; 
д) вычислить пределы функции при x ; 

Рис. 5.9. График функции 














.2x ,   х6

2х0,2

,0x  , 1x

y
 

у 

х 0 2 

4 

1 

2 

6 

1xy 

2y 
x6y 

-1 
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е) определить координаты точек пересечения с осью ОХ; 
ж) построить вертикальную асимптоту х = − 4 и горизонтальную 

асимптоту у = 1; 
з) построить график функции  на интервале (– ∞; – 4) и (– 4; ∞). 
Ответ: 4х   – точка разрыва II рода, график функции смотри на 

рис. 5.10.  ■ 

 

5.5.2. 
2x4

1

7y   
Указания:   
а) найти область определения функции (см. табл. 1.2); 
б) исследовать функцию в точках 2x   и 2x  ; 
в) исследовать  функцию на четность (нечетность); 
г) найти нули функции; 
д) вычислить пределы функции при x ; 
е) определить координаты точек пересечения с осью ОХ; 
ж) построить вертикальные асимптоты 2x   и 2x  ; 
з) построить горизонтальную асимптоту у = 1; 
и) построить график функции на интервалах (– ∞; - 2); (-2; 2) и (2; ∞). 
Ответ: 2х   – точки разрыва II рода, график функции на  

рис. 5.11. ■ 
 
 

Рис. 5.10. График функции 4x

1

2y   

  412

у 

х 

1

0 -4

Вертикальная  
асимптота: х = − 4 

Горизонтальная  
асимптота: у = 1 
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6. ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 
 
6.1. Найти области определения указанных функций 
 
6.1.1.   1хln15х3y 2   
Ответ:     ;11;5х .  ■ 
 
6.1.2.     11хln4x5siny 18x2    

Ответ:     ;5,85,8;9х . ■ 
 
6.1.3.   x22x5arccosy   

Ответ: 



 

5

1
;

5

3
х .   ■ 

 
6.1.4.   4 1х6x34arccosy   

Ответ: 





3

5
;1х .    ■ 

 

6.1.5.  3х2log8х6хy 3
2   

Ответ:  




 ;42;

2

3
х .  ■ 

 

Рис. 5.11. График функции 
2x4

1

7y   

у 

х 0− 2

Вертикальная  
асимптота: х = − 2 

Горизонтальная  
асимптота: у = 1 

2 

Вертикальная  
асимптота: х = 2 

 417  
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6.2. Построить графики указанных функций посредством 
       элементарных преобразований 
 
6.2.1.   16х3соsy  . 
График функции изображен на рис. 6.1.  ■ 

 

6.2.2.
4х12

3х4
y




 . 

График функции изображен на рис. 6.2.  ■ 

 
6.2.3. 321х4y  . 

График функции изображен на рис. 6.3.  ■ 

Рис. 6.1. График функции   16х3соsy   

x 

у 

0 

2 

2

Рис. 6.2. График функции 
4х12

3х4
y




  

у

− 3/4 х 

Вертикальная  
асимптота: х = 1/3 

0

Горизонтальная  
асимптота: у = 1/3 

    3/4

1/3 
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6.3. Вычислить указанные пределы 

 

6.3.1.  х42

хx7
lim

2

1x 


 .  
Ответ: 1. 

6.3.2.  х36

3x
lim

3

2x 


  

Ответ: 
12

5
.  

6.3.3.  
54

5

x x4x2

x4x10
lim




  
Ответ: − 2,5. 

6.3.4.  
64

6

x x3x9

x4x7
lim




  

Ответ: 
3

7
.  

6.3.5.  
64

8

x xx6

x4x
lim




  
Ответ: ∞. 

6.3.6.  
2

23

x xx6

xx
lim




  
Ответ: ∞. 

6.3.7.  2

23

6
lim

xx

xx
x 




 

Ответ: − ∞. 

6.3.8.  63

12

6

3
lim

xx

x
x 




 

Ответ: ∞. 

6.3.9.  63

2

6

3
lim

xx

x
x 


    

Ответ: 0. 

6.3.10.  
2

4 12

x x7x5

xx
lim





 

Ответ: ∞. 

Рис. 6.3. График функции 321х4y 
 
 

(масштаб по оси OY в 2 раза меньше масштаба по оси ОХ)
 

 1 

-1 

у 

х 0 

-3 

-1/4 9/4 
1/2 3/2
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6.3.11.  
12x6

8x2
lim

2

2x 



 

Ответ: 
3

4
. 

6.3.12  
5х3х2

4х5х3x2
lim

2

23

1x 



 

Ответ: 
7

5
. 

6.3.13. 
32х12х

44х3
lim

24x 



 

Ответ: 
32

3
 . 

6.3.14. 
27х

315х8
lim

33x 



 

Ответ: 
81

4
. 

6.3.15. 
2х3х

х3хх8
lim

3

2

1x 




 

Ответ: 
9

8
 . 

6.3.16. 
10х7х

31х
lim

2

3

2x 



 

Ответ: 
3

2
 . 

6.3.17. 










 1x

2

2х3x5

3
lim

321x
 

Ответ: − ∞. 

6.3.18. 










 14х15x

5

х2x2

2
lim

23
1x

Ответ: ∞. 

6.3.19. 
8х2

x 2х5

5х3
lim















 

Ответ: 0. 

6.3.20. 
х93

x 6х

4х7
lim















 

Ответ: 0. 

6.3.21. 
9х3

x 6х

4х2
lim















 

Ответ: ∞. 

6.3.22. 
х32

x 6х9

4х5
lim















 

Ответ: ∞. 

6.3.23. 
5х3

x 6х4

4х4
lim















 

Ответ: 2

15

е . 

6.3.24. 
3х5

x 8х2

7х2
lim















 

Ответ: 2

5

е


. 

6.3.25. 
 

18x9x

6x2sin
lim

23x 



 

Ответ: 
3

2
 . 

6.3.26.  4x4sin

8x5x3
lim

2

1x 



 

Ответ: 
4

11
. 

6.3.27. 
x4sin

4
xcos

lim

4
x







 






 

Ответ: 
4

1
. 

6.3.28.  







 




 x3tg

3

2
x2sin

lim

3
x

 

Ответ: 
3

2
. 
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6.4. Исследовать функции на непрерывность,  
указать точки разрыва, построить их графики 

 

6.4.1. 
























.
2

x ,   
2

х
3

;
2

х0,xtg

;0x  , 3x

y  

 
Ответ: 0х1   − точка разрыва I рода, скачок функции со значения  

у =− 3 до значения у = 0; 
2

х2


  − точка разрыва II рода; график функции 

смотри на рис. 6.4. ■ 
 

6.4.2. 














.ex ,x4

;eх0,xln

;0x  , x

y  

2

х
3у     

0 х 

-3 

у 

2



xtgу   

3xу    
6 

4
3




Рис. 6.4. График функции 
 

























.
2

x ,   
2

х
3

;
2

х0,xtg

;0x  , 3x

y
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Ответ: 0х1   − точка разрыва II рода; eх2   − точка разрыва I рода, 
скачок функции со значения у = 1 до значения у = (4 − е); график функции 
смотри на рис. 6.5. ■ 

6.5. Построить эскиз графика функции 
 

6.5.1. х4х

2
2

3y   

Ответ: 0х1  , 4х2   − точки разрыва II рода; график функции смот-
ри на рис. 6.6. ■ 

Рис. 6.6. График функции х4х

2
2

3y   

у 

х 0

Вертикальные  
асимптоты:  

Горизонтальная  
асимптота: 
 у = 1 

4 

х = 4

2 

1/√3 

х = 0

х4у   

0 х 

у 

xlnу   

xу    4 е 1 

4-е 
1 

Рис. 6.5. График функции 














.ex ,x4

;eх0,xln

;0x  , x

y  
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6.5.2. 9х3

2

7y   
Ответ: 3х    − точка разрыва II рода; график функции смотри на  

рис. 6.7. ■ 
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Рис. 6.7. График функции 9х3

2

7y   

у 

х 
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Вертикальная  
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асимптота: у = 1 
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7
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1 

ТАБЛИЧНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ  
ФУНКЦИЙ 

Угол, 
рад (град) 

0 

(0˚) 

6


 

(30˚) 

4


 

(45˚) 

3


 

(60˚) 

2


 

(90˚) 

3

2
 

(120˚) 

4

3
 

(135˚) 

6

5
 

(150˚) 

π 
 

(180˚) 
 

Функция 

cos 1 
2

3
 

2

2
 

2

1
 0 

2

1
  

2

2
  

2

3
  – 1 

sin 0 
2

1
 

2

2
 

2

3
 1 

2

3
 

2

2
 

2

1
 0 

tg 0 
3

1
 1 3  – 3  – 1 

3

1
  0 

ctg – 3  1 
3

1
 0 

3

1
 – 1 3  – 

          

Угол, 
рад (град) 

6

7
 

(210˚) 

4

5
 

(225˚) 

3

4
 

(240˚) 

2

3
 

(270˚)

3

5
 

(300˚) 

4

7
 

(315˚) 

6

11
 

(330˚) 

2π 
 

(360˚) 
 

Функция 

cos 
2

3
  

2

2


2

1
  0 

2

1
 

2

2
 

2

3
 1 

sin 
2

1
  

2

2


2

3
 – 1 

2

3


2

2
  

2

1
  0 

tg 
3

1
 1 3  – 3  – 1 

3

1
  0 

ctg 3  1 
3

1
 0 

3

1
 – 1 3  – 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2 
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ТОЖДЕСТВА 

 
Основные тригонометрические тождества 

1cossin 22  ; 





cos

sin
tg ; 




2
2

cos

1
tg1 ; 

1ctgtg  ; 





sin

cos
ctg ; 




2
2

sin

1
ctg1 . 

Формулы разности и суммы аргументов 

;
tgtg1

tgtg
)(tg




  

;
tgtg1

tgtg
)(tg




  

;
ctgctg

1ctgctg
)(ctg




  

;
ctgctg

1ctgctg
)(ctg




  

;sinsincoscos)cos( 

;sinsincoscos)cos( 

;sincoscossin)sin( 

.sincoscossin)sin( 

Сумма и разность тригонометрических функций 

2
cos

2
cos2coscos


 ;  

.
2

sin
2

sin2coscos




2
cos

2
sin2sinsin


 ;  

;
2

sin
2

cos2sinsin


  

;
coscos

)sin(
tgtg




  

;
coscos

)sin(
tgtg




  

;
sinsin

)sin(
ctgctg




  

.
sinsin

)sin(
ctgctg




  
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Формулы половинного аргумента Формулы двойного аргумента 

;
2

cos1

2
sin





 

;
2

cos1

2
cos





 

;
cos1

sin

2
tg





  

;
sin

cos1

2
tg





  

;
cos1

sin

2
ctg





  

.
sin

cos1

2
ctg





  

 cossin22sin ; 

 22 sincos2cos ; 

;
tg1

tg1
2cos

;
tg1

tg2
2sin

2

2

2











 

;
tgctg

2
2tg

;
tg1

tg2
2tg

2









 

.
2

tgctg
2ctg

;
сtg2

1ctg
2ctg

2








 

Формулы произведения 
тригонометрических функций,  

Формулы понижения степени 

 22 sincos)cos()cos( ; 

 22 coscos)sin()sin( ; 

 )cos()cos(
2

1
sinsin  ; 

 )cos()cos(
2

1
coscos  ; 

 )sin()sin(
2

1
cossin  ; 





ctgctg

tgtg
tgtg ; 





tgctg

ctgtg
ctgtg . 

2

2cos1
sin2 

 ; 

2

2cos1
cos2 

 ; 





2

2
2

tg1

tg
sin ; 




2
2

tg1

1
cos ; 





2cos1

2cos1
tg2 ; 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 3 

ФОРМУЛЫ  ПРИВЕДЕНИЯ 

  ;sinsin   

;cos
2

sin 





 
  

  ;sinsin   

  ;sinsin   

;cos
2

3
sin 






 
  

;cos
2

3
sin 






 
  

  ;sin2sin   

  .sin2sin   

  ;coscos   

;sin
2

cos 





 
  

;sin
2

cos 





 
  

  ;coscos   

;sin
2

3
cos 






 
  

;sin
2

3
cos 






 
  

  .cos2cos   

  ;tgtg   

;ctg
2

tg 





 
  

;ctg
2

tg 





 
  

  ;tgtg   

  ;tgtg   

;ctg
2

3
tg 






 
  

;ctg
2

3
tg 






 
  

  ;tg2tg   

  .tg2tg   

  ;ctgctg   

;tg
2

ctg 





 
  

;tg
2

ctg 





 
  

  ;ctgctg   

  ;ctgctg   

;tg
2

3
ctg 






 
  

;tg
2

3
ctg 






 
  

  ;ctg2ctg   

  .ctg2ctg   
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