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ПРЕДИСЛОВИЕ

Нет такой плохой книги, в которой не было бы чего-либо хорошего.

Мигель де Сервантес Сааведра

В основу настоящего учебного пособия положен материал односеместрового курса «Динамика и устойчивость сооружений» (включающего помимо динамики также и устойчивость сооружений), который автор в течение ряда лет читал студентам факультета кадастра и строительства Комсомольского-на-Амуре государственного технического университета. 

Пособие написано в форме вопросов и ответов. Это, конечно, не учебник по динамике сооружений, а только дополнение к нему. 

При подготовке пособия решающими оказались два тесно связанных между собой обстоятельства: отбор материала и ограниченность объема. Поэтому не исключено, что некоторые читатели не обнаружат в пособии каких-то важных, с их точки зрения, разделов. 

Наиболее подробно в пособии разобраны те вопросы, которые чаще всего вызывают затруднения у студентов. Большое значение при этом придается соединению физических рассуждений с приводимыми, иногда без вывода, математическими формулами. Опыт преподавания автора показывает, что при изучении данного курса студенты сталкиваются с проблемой, суть которой заключается в том, чтобы, с одной стороны, научиться превращать физически поставленную задачу в математически сформулированную проблему, а с другой – уяснить смысл полученных результатов.  

«Знать - вовсе не значит понимать. Это – только держать в памяти то, что ей дали на хранение», – писал еще в XVI веке французский мыслитель Мишель Эйкем де Монтень, – «... знание украшает, но не является фундаментом».

На выбор вопросов и на трактовку ответов на них большое влияние оказали беседы автора со своими коллегами по кафедре теоретической и прикладной механики и, конечно же, со студентами, как во время многочисленных консультаций, так и экзаменов. Всем им, а также тем, кто помог автору в редактировании рукописи и, особенно, в изготовлении рисунков автор приносит свою искреннюю благодарность.

Автор надеется, что студенты, тщательно изучившие настоящее пособие, смогут сознательно ориентироваться в многочисленных учебниках, научной и справочной литературе по динамике сооружений. 

По мнению автора, пособие может быть полезно и для студентов других специальностей, в частности, изучающих теорию механических колебаний и вибрацию судов.  

Перефразируя слова великого мудреца Гиллеля, автор призывает студентов: «А теперь, идите и изучайте!»

1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

Этому разделу пособия автор советует уделить особое внимание. В нем приводятся основные понятия и определения новой, незнакомой для читателя, учебной дисциплины. Успешное изучение этого раздела обеспечит понимание целей и задач всего курса «Динамика сооружений». 
К большому сожалению, студенты, как правило, несколько легкомысленно относятся к подобному разделу предмета и быстро пролистывают его, считая, что изложение основных понятий является данью традиции, а нужный материал курса излагается лишь в последующих разделах. 
1.1. Каковы задачи курса «Динамика сооружений»?

Теория расчета сооружений в большинстве случаев базируется на предположении о статическом действии внешних нагрузок. Считается, что нагрузки, прикладываемые к упругой системе, медленно нарастают от нуля до своего конечного значения и в дальнейшем не изменяют ни своей величины, ни положения. В этом случае можно пренебречь ускорениями частиц тела, возникающими при его деформировании, и считать, что в 
каждый момент времени внешние и внутренние силы взаимно уравновешены. 

Однако помимо таких статических нагрузок существует обширная категория нагрузок, которые вовсе нельзя рассматривать как статические. Идущий по мосту с большой скоростью поезд, паровой молот, землетрясение – вот яркие примеры нагрузок, которые, очевидно, не укладываются в категорию статических.

Задачей динамики сооружений, представляющей собой раздел механики деформируемого твердого тела, является расчет сооружений на действие динамических нагрузок. 

Динамические нагрузки, вызывают весьма большие ускорения частиц тела при его деформировании, и поэтому в расчете, помимо внешних и внутренних сил, необходимо учитывать и так называемые силы инерции. 

Весьма интенсивные колебания сооружения, находящегося под действием динамических нагрузок, могут привести к его разрушению. Это, конечно, нежелательное, но вполне понятное явление. К сожалению, разрушение конструкции может наступить и вследствие появления в ней усталостных трещин. Такой тип разрушения, как правило, наступает неожиданно. Зачастую усталостное разрушение играет весьма коварную роль, так как ему не предшествуют какие-либо сигналы о надвигающейся опасности. Конструкция, успешно работавшая в режиме вибрации в течение некоторого промежутка времени, может вдруг внезапно разрушиться. 

Динамические нагрузки могут нарушить нормальную работу аппаратуры и приборов, а также оказать вредное влияние на здоровье находящихся в здании людей. 

Поэтому целью динамического расчета сооружения являются:
· оценка его динамической прочности;
· определение перемещений, скоростей и ускорений, которые должны отвечать нормам, установленным для данного технологического процесса, и не должны превышать допустимые пределы вредного воздействия на людей, определенные «Санитарными нормами проектирования промышленных предприятий».
Таким образом, динамику сооружений следует рассматривать как развитие и обобщение курса «Статика сооружений», который, как известно, имеет дело только с одним частным видом нагрузок – статической нагрузкой.

1.2. Какая нагрузка должна быть отнесена к динамической
нагрузке?

К числу динамических нагрузок относят все те нагрузки, которые изменяют с течением времени свою величину или точку приложения и при этом меняют их достаточно быстро. Такое определение, конечно же, является недостаточно четким, хотя совершенно очевидно, что, например, увеличивающийся во время метели снеговой покров на крыше здания не является динамической нагрузкой именно в силу медленности его нарастания. 

Более конкретная, количественная, определенность понятия «достаточно быстро» для некоторых типов внешней нагрузки будет дана ниже, в частности, во втором разделе пособия. 

Перечислим некоторые основные виды динамических нагрузок, с которыми приходится иметь дело инженеру-строителю, не претендуя, конечно, на исчерпывающую полноту этого перечня.

*  Неподвижная вибрационная нагрузка. Такая нагрузка периодически изменяет свою величину и занимает постоянное положение на сооружении. Ее создают, например, машины и механизмы с вращающимися и вращательно-поступательными частями: электромоторы, двигатели внутреннего сгорания, лесопильные рамы и т. д. Переменность нагрузки, создаваемая ими, объясняется неизбежной неуравновешенностью масс движущихся частей.

*  Подвижная нагрузка. Сюда следует отнести все виды транспортных нагрузок: от тихоходных мостовых кранов до железнодорожных составов.

*  Неподвижная ударная нагрузка. Ее действие сводится к передаче на сооружение ударов в фиксированных местах. Такую ударную нагрузку создают, например, кузнечные молоты, копры и т. д.

*  Сейсмическая нагрузка, то есть толчки и удары, воспринимаемые сооружением во время землетрясения.

*  Кинематическое возбуждение колебаний. В некоторых случаях каким-либо точкам упругой системы задано определенное движение. В частности, кинематическим является возбуждение колебаний железнодорожного вагона при его движении по неровному пути. Такое возбуждение колебаний всегда может быть представлено в виде некоторого эквивалентного силового возбуждения.

1.3. Что понимается под силами инерции в динамике 
сооружений?

Говоря о силах инерции, мы будем иметь в виду реальные силы, которые представляют собой действие, оказываемое движущимися массами на безмассовый упругий скелет конструкции. 

Проиллюстрируем сказанное на следующем примере. Пусть груз массой m, находящийся на консоли невесомой балки, совершает свободные колебания (рис. 1.1, а). 
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Рис. 1.1. Сила инерции

Обозначим 
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 – прогиб балки в точке расположения массы (t – время). Отбросим массу и действие движущейся массы на невесомую балку (на так называемый безмассовый упругий скелет) заменим силой инерции 
[image: image3.wmf])

(

t

q

m

P

k

&

&

-

=

 (рис. 1.1, б). 

Заметим, что было бы ошибочно прикладывать реальную силу инерции к самой движущейся массе (рис. 1.1, в), как это делается в некоторых учебниках по динамике сооружений, например в [5].

Силы инерции, реально действующие со стороны движущихся масс на безмассовый упругий скелет конструкции, необходимо отличать от фиктивных сил Д'Аламбера, которые в теоретической механике условно прикладывают к самим движущимся массам и также называют силами инерции.

Упругий динамический прогиб балки связан с силой инерции выражением 
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где 
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 – прогиб балки от действия единичной силы инерции, приложенной в месте расположения груза.

1.4. Что называется механическим колебанием системы?

Вообще, «колебание – это просто движение в одну и другую сторону», как это написано, например, в популярной книге Р. Бишопа [3]. Более строгим является следующее определение: движение механической системы, при котором хотя бы одна обобщенная координата и (или) обобщенная скорость поочередно возрастает и убывает во времени, называется механическим колебанием [6].  

Очень часто механические колебания упругих систем называются вибрацией.
1.5. Какие силы называются силами демпфирования?

Колебательные процессы в реальных механических системах всегда сопровождаются силами демпфирования (силами трения). Природа их возникновения очень разнообразна и сложна. Чаще всего эти силы препятствуют развитию колебаний, например, служат причиной затухания свободных колебаний. Механические системы, в которых действуют такие силы, называются диссипативными. Направление сил демпфирования в любой момент времени противоположно движению системы. Для упрощения анализа движения этим силам чаще всего приписывают вязкие свойства и принимают, что силы демпфирования пропорциональны скоростям перемещений (или скоростям деформаций). Существует два типа демпфирования: искусственно вводимое демпфирование (например, для зданий, возводимых в сейсмических районах) и демпфирование, связанное с естественными силами трения.

1.6. Как определяется число динамических степеней свободы 
механической системы?

Реальная система состоит из бесконечного числа материальных точек. Так как связи между ними не являются абсолютно жесткими, то число степеней свободы такой системы бесконечно велико. Точное решение задачи о колебаниях реальных систем не всегда удается получить в замкнутой форме. Поэтому очень часто приходится становиться на путь упрощения расчетной модели за счет ограничения числа ее степеней свободы. Возможность той или иной идеализации системы, связанной с пренебрежением малозначительными свойствами реальной системы и сохранением в модели лишь существенных степеней свободы, определяется, конечно, конкретными условиями задачи. 

Рассмотрим в качестве примера колебания невесомой балки с сосредоточенной массой m (рис. 1.2). Естественно, что число степеней свободы такой системы бесконечно велико, поскольку ее положение в пространстве определяется координатами 
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 всех точек балки. Тем не менее, в большинстве учебников по динамике сооружений обычно утверждается, что приведенная система обладает только одной степенью свободы. 
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Рис. 1.2. Число динамических степеней свободы

Остановимся подробнее на этом, весьма важном, моменте. При свободных колебаниях балки и отсутствии сил сопротивления среды форма колебаний невесомой балки, очевидно, будет совпадать с формой ее изгиба от сосредоточенной статической силы, приложенной в месте расположения массы. Следовательно, динамический прогиб балки может быть представлен в виде
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 – форма изгибных колебаний балки, определяемая методами статики, а методами динамики, действительно, должна быть определена только одна координата 
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, определяющая положение массы m. 

Следовательно, рассмотренная система имеет бесконечно большое число степеней свободы, но при этом только одну динамическую степень свободы. 

Числом динамических степеней свободы будем называть число независимых обобщенных координат, однозначно определяющих положение всех точек механической системы, масса которых принимается во внимание. 

Традиционная терминология курса динамики сооружений может привести к недоразумениям, так как она находится в противоречии с тем определением числа степеней свободы, которое дается в аналитической механике.

Число степеней свободы может быть определено и как число сил инерции, воздействующих на упругий безмассовый скелет системы со стороны движущихся масс, которые необходимо учесть в динамическом расчете.  

1.7. Какими способами могут быть записаны уравнения 
движения системы?

Наиболее общей формой уравнений движения являются уравнения Лагранжа второго рода, имеющие для консервативной механической системы вид
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 – кинетическая энергия; 
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– обобщенная скорость; 
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 – обобщенная сила; i – номер обобщенной координаты; n – число степеней свободы.

Однако во многих конкретных случаях более удобно воспользоваться другими способами – прямым и обратным. Согласно первому, прямому, способу массы мысленно отделяются от упругого скелета системы и для каждой из них записываются дифференциальные уравнения движения, причем действие упругих связей заменяется их реакциями.

В настоящем пособии при выводе уравнений движения мы, как правило, будем отдавать предпочтение второму, так называемому обратному способу. Обратный способ особенно эффективен при исследовании изгибных колебаний стержней и рам, несущих ряд сосредоточенных масс, поскольку позволяет использовать аппарат статики сооружений. Его идея состоит в отделении всех масс системы от ее упругого скелета и рассмотрении деформации последнего под действием заданных вынуждающих нагрузок, диссипативных сил (если таковые имеются) и кинетических реакций отброшенных масс (сил инерции). 

Еще раз напомним, что, говоря о силах инерции, мы имеем в виду те реальные силы, которые представляют собой действие отброшенных движущихся масс на безмассовый упругий скелет системы. 

Проиллюстрируем обратный способ для консервативной системы на следующем примере. Пусть груз массой m, находящийся в какой-либо точке невесомой балки, совершает малые свободные колебания (рис. 1.3, а). 

Отбросим движущуюся массу и заменим ее действие на балку (безмассовый упругий скелет) силой  веса 
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 и силой инерции (кинетической силой) 
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 (рис. 1.3, б). Прогиб невесомой балки в точке расположения массы определяется как сумма статического 
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Подстановка 
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в (1.2) приводит к следующему уравнению движения 
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Рис. 1.3. Обратный способ
При составлении уравнения (1.3) нами был использован принцип независимости действия сил, согласно которому мы можем сначала изучить действие на балку силы инерции и только затем силы веса и полученные результаты сложить. 

Таким образом, можно изучать колебания массы, как около положения статического равновесия, так и относительно первоначально прямолинейной оси балки, не принимая во внимание силу веса, что мы и будем делать в дальнейшем изложении курса динамики сооружений. 

1.8. Правильно ли с точки зрения терминологии говорить 
«невесомая балка»?

Да, действительно, этот термин, как впрочем, и термин «весомая балка», с которым мы встретимся в дальнейшем изложении, не совсем точны. Правильнее в первом случае говорить «безынерционная балка», а во втором – «балка с распределенной массой». Однако оба эти термина достаточно прочно закрепились в учебной литературе по динамике сооружений, и поэтому автор счел возможным их использование и в настоящем пособии.

2. колебания системы с одной степенью свободы

Изучение динамики сооружений, как правило, начинается с рассмотрения задачи о колебаниях невесомой упругой горизонтальной балки, несущей в какой-либо одной точке сосредоточенный груз массой 
[image: image23.wmf]m

. Для 
определения напряженного и деформированного состояния такой балки достаточно знать только одну обобщенную координату – прогиб балки в месте расположения груза. Или, иначе, в динамическом расчете такой балки нам необходимо учесть только одну вертикальную силу инерции, 
поскольку масса может перемещаться только в вертикальном направлении. Следовательно, данная система имеет одну динамическую степень сво-боды.

Для конкретности рассмотрим шарнирно опертую по концам балку (рис. 2.1, а) и начнем раздел с изучения свободных недемпфированных колебаний системы.
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Рис. 2.1. Шарнирно опертая невесомая балка, несущая груз массой m
Отбросим движущуюся массу. Ее действие на балку (безмассовый 
упругий скелет) заменим силой инерции 
[image: image25.wmf])
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 (рис. 2.1, б).

2.1. Какие колебания называются свободными колебаниями?

Свободные колебания совершаются системой, которая после кратковременного возмущения предоставлена самой себе. При этом происходят периодические переходы потенциальной энергии в кинетическую энергию, и наоборот. Это такие колебания, которые обусловлены только начальным запасом механической энергии. 
Заметим, что сами по себе свободные колебания обычно не представляют практического интереса, однако изучение этих колебаний крайне важно, поскольку чрезвычайно велика их косвенная роль. Поведение системы при свободных колебаниях характеризует ее «динамическую индивидуальность», которая, в свою очередь, определяет реакцию системы на внешнее динамическое воздействие. 

2.2. Какие колебания называются недемпфированными?

Если сумма потенциальной и кинетической энергий в процессе колебаний остается постоянной, то такие незатухающие колебания называются недемпфированными. Если энергия системы с течением времени уменьшается, то говорят, что происходят демпфированные (затухающие) колебания. 

2.3. Как получить дифференциальное уравнение, описывающее свободные недемпфированные колебания системы, 
изображенной на рис. 2.1?

При отсутствии сил трения уравнение движения такой системы имеет вид (1.3). Введя обозначение
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придем к следующему дифференциальному уравнению, описывающему незатухающие свободные колебания системы с одной степенью свободы:
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2.4. Как записывается решение этого дифференциального 
уравнения?

Из курса высшей математики известно, что решение уравнения (2.2) может быть представлено в виде
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Скорость и ускорение перемещения массы будут, соответственно, равны
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Постоянные интегрирования 
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 и 
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, входящие в (2.3), (2.4), могут быть найдены из начальных условий, то есть условий, определяющих начальное отклонение массы от положения равновесия 
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Пусть, например, в начале движения 
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. Тогда из (2.3) и из первого уравнения (2.4) легко найдем, что 
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Следовательно, перемещение массы будет происходить по закону 
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В динамике сооружений, однако, чаще пользуются иной формой записи решения уравнения (2.2). Полагая в (2.3), что 
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где новые постоянные интегрирования 
[image: image41.wmf]A

 и 
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 связаны с прежними постоянными 
[image: image43.wmf]0

C

 и 
[image: image44.wmf]1

C

 зависимостями 
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 и также определяются из начальных условий.

Из (2.5) можно найти скорость и ускорение системы:
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2.5. Какое колебание называется гармоническим? 
Что называется амплитудой, фазой и начальной фазой 
гармонического колебания?

Механическое колебание, при котором обобщенная координата 
[image: image47.wmf]q

 и (или) обобщенная скорость 
[image: image48.wmf]q
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 изменяются по закону синуса (или косинуса), называется гармоническим колебанием. 

Аргумент  функции, описывающей гармоническое колебание (
[image: image49.wmf]f
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), называется фазой, а значение фазы колебаний в начальный момент времени – начальной фазой 
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. 
Амплитуда гармонических свободных колебаний А – наибольшее по модулю отклонение колеблющейся массы от положения статического равновесия и начальная фаза 
[image: image51.wmf]f

 также определяются из начальных условий.

Удвоенная амплитуда колебаний называется размахом колебаний.

2.6. Приведите пример определения амплитуды и начальной 
фазы из начальных условий?

Пусть, например, в начале движения начальное отклонение массы от положения равновесия  отсутствует, то есть 
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Тогда 
[image: image54.wmf]0

cos

)

0

(

;

0

sin

)

0

(

v

A

q

A

q

=

=

=

=

f

w

f

&

 и, следовательно, 
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В этом частном случае перемещение массы будет происходить по закону 
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2.7. Что называется периодом колебаний и по какой формуле 
он определяется?

Периодом колебаний называется наименьший промежуток времени, через который состояние механической системы повторяется, то есть ее перемещения, скорость и ускорения принимают свои прежние значения. Как правило, период колебаний Т измеряется в секундах (с).

Из (2.5) видно, что повторение процесса малых гармонических колебаний имеет место после такого промежутка времени Т, по истечении 
которого аргумент 
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 (фаза) изменяется на угол 
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Отсюда находим, что 
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2.8. Что называется частотой колебаний?

Частотой колебаний f называется величина, обратная периоду. Она измеряется в герцах (Гц) и представляет собой число колебаний в секунду:
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Теперь из формулы (2.7) мы можем определить физический смысл постоянной 
[image: image62.wmf]w

, вычисляемой по формуле
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Она определяет число колебаний механической системы за 
[image: image64.wmf]p
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 секунд и называется угловой (или круговой) частотой. 

Поскольку, согласно (2.8), угловая частота 
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 и период свободных колебаний Т зависят только от свойств системы (от коэффициента податливости 
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 или коэффициента жесткости 
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, а также массы m) и не зависят от начальных условий (в частности, от амплитуды колебаний А) они часто называются, соответственно, собственной частотой и периодом собственных колебаний. 

Важно отметить, что установленная выше связь между частотой и периодом характеризует только гармоническое колебание. Такое колебание представлено на рис. 2.2. 
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Рис. 2.2. Гармоническое колебание

У периодического, но не гармонического, колебания нет одной определенной частоты, хотя оно и имеет вполне определенный период колебаний Т. 

Из (2.8) следует, что чем жестче система, тем больше ее собственная частота. С ростом массы системы частота уменьшается. Однако необходимо заметить, что если жесткость системы пропорциональна ее массе (примером может служить математический маятник), то увеличение массы не приводит к изменению собственной частоты. Таким образом, инженер, желающий повысить или понизить частоту собственных колебаний проектируемого сооружения, может добиться этого либо путем изменения жесткости конструкции, либо ее веса, либо и того, и другого одновременно.

2.9. Можно ли определить собственную частоту по величине 
статического прогиба балки?

Да. Коэффициент податливости системы 
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 в точке приложения груза весом 
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 связан со статическим прогибом балки 
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 известной из статики сооружений зависимостью 
[image: image72.wmf]mg

q

st

=

11

d

 (рис. 2.3). 
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Рис. 2.3. Статический прогиб

Подставляя выражение 
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в (2.8), получим следующую формулу:
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Отметим, что статический прогиб в (2.9) выражен в сантиметрах. 

Переходя к технической частоте, определяющей число колебаний системы в минуту, придем к известной формуле Гейгера:
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Заметим, что формула (2.10) отличается от аналогичной формулы для математического маятника только тем, что в ней вместо длины маятника стоит статический прогиб балки в месте расположения груза. 

2.10. Можно ли определить частоту собственных колебаний 
системы, используя энергетический метод?

Иногда частоту собственных колебаний механической системы целесообразнее находить именно из энергетических соображений. Заметим, что в этом случае не требуется составлять дифференциальных уравнений, описывающих движение системы. 

Умножим уравнение (1.5) почленно на скорость 
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Проинтегрировав полученное выражение, получим закон сохранения энергии:
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Подстановка (2.5) и (2.6), соответственно, в выражения для кинетической 
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и потенциальной 
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 энергий дает:
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Из (2.11) следует, что изменение каждого вида энергии происходит с удвоенной собственной частотой. Максимальные значения кинетической и потенциальной энергий, согласно закону сохранения энергии, равны между собой:
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Отсюда находим, что собственная частота системы равна 
[image: image84.wmf]m
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, что совпадает с полученным нами выше выражением (2.8).

2.11. Как влияет масса упругой связи на частоту свободных 
колебаний, ведь для реальной конструкции 
она не может быть равной нулю?

Оценка влияния массы балки, которой мы до сих пор пренебрегали, на частоту свободных колебаний может быть осуществлена энергетическим методом. 

Рассмотрим, например, колебания весомой призматической  консольной балки с закрепленным на конце грузом массой m (рис. 2.4). 
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Рис. 2.4. Учет массы упругой связи

Пусть 
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 – массовая плотность, F – площадь поперечного сечения, l – длина балки). 

Собственная частота системы 
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 при пренебрежении массой балки определяется по следующей формуле (
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Учет массы упругой связи (массы балки) должен привести к увеличению кинетической энергии системы. В рассматриваемом случае она будет равна сумме кинетических энергий массы груза m и массы балки 
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где 
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Будем считать, что форма динамического прогиба 
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Тогда форма динамического прогиба, с учетом (2.14), может быть представлена в виде
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Подставив (2.15) в (2.13), найдем
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Выражение для потенциальной энергии рассматриваемой системы остается прежним: 
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Приравнивая максимальные значения потенциальной и кинетической (2.16) энергий, получим следующее значение частоты свободных колебаний системы с одной степенью свободы с учетом массы консольной балки:
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Аналогичным образом может быть найдена частота свободных колебаний системы при других условиях закрепления концов балки. Так, например, для шарнирно опертой балки с грузом, расположенным посредине ее длины, частота оказывается приблизительно равной
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2.12. Как может быть учтено неизбежное демпфирование 
свободных колебаний?

Пусть свободные колебания груза, находящегося на невесомой балке (рис. 2.5), происходят при наличии силы трения 
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, которая тормозит движение груза (направлена в сторону, противоположную направлению движения). Будем считать, что сила трения пропорциональна скорости движения груза: 
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. Таковы силы сопротивления внешней вязкой среды (воздуха, жидкости) при не очень больших скоростях движения. Сопротивление среды в этом случае называется вязким трением, а коэффициент k – коэффициентом сопротивления. 
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Рис. 2.5. Учет сопротивления среды

Прогиб балки в точке расположения груза определяется по формуле
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Вводя в (2.17) обозначения 
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получим следующее уравнение: 
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описывающее свободные демпфированные колебания системы с одной степенью свободы при наличии вязкого сопротивления.

Коэффициент n в (2.18) называется коэффициентом демпфирования.

2.13. Как записывается решение дифференциального 
уравнения (2.19)?

При не очень больших значениях коэффициента вязкого трения k, когда выполняется неравенство 
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, общее решение (2.19) имеет, как известно из теории дифференциальных уравнений, вид
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где частота свободных колебаний 
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 зависит уже не только от жесткости и массы системы, но и от коэффициента демпфирования n: 
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При 
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 возмущенное движение системы не является колебательным. Оно носит название апериодического движения. Однако в строительной практике такие случаи практически не встречаются. 

Полагая, что в (2.20) 
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где новые постоянные интегрирования А, (, как и 
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, 
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, определяются из начальных условий для отклонения и скорости системы.

Как видно из (2.22), движение представляет собой затухающие колебания с постоянной частотой 
[image: image125.wmf]*
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, но с постепенно убывающими наибольшими (пиковыми) отклонениями системы от положения равновесия (рис 2.6). 
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Рис. 2.6. Затухающее колебание

Огибающие кривые, показанные рис. 2.6 пунктирными линиями, описываются уравнениями
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где 
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 – начальная ордината огибающей кривой.

Заметим, что наибольшие отклонения колеблющейся системы от положения равновесия при наличии демпфирования иногда также называют «амплитудами». Однако необходимо помнить, что в этом случае это название является условным, поскольку, строго говоря, термин «амплитуда» применим только к незатухающим гармоническим колебаниям. 

2.14. Что называется логарифмическим декрементом 
колебания?

Отношение двух последовательных максимальных отклонений системы 
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называемым условно периодом свободных колебаний (условно, поскольку для затухающих колебаний условие периодичности, за исключением моментов прохождения через положение равновесия, не выполняется), составляет
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и остается постоянной величиной в течение всего процесса  (не зависит от текущего времени t). Натуральный логарифм этого отношения 
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называется логарифмическим декрементом колебания и служит удобной характеристикой диссипативных свойств системы. 

Если вычислить работу, совершаемую силой трения за время 
[image: image133.wmf]*
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, то абсолютная величина результата определит потерю энергии за один цикл. Отношение этой потери к средней энергии за тот же цикл также харак-теризует быстроту затухания колебательного процесса и называется коэффициентом поглощения (. Для него можно получить следующее выра-жение:
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из которого следует, что коэффициент поглощения вдвое больше логарифмического декремента колебания. Конкретное значение коэффициента поглощения, так же как и логарифмического декремента, определяется конструкцией, материалом и другими свойствами системы. Значения ( при поперечных колебаниях балки, используемые в расчетах строительных конструкций, приведены в табл. 2.1 [1].

Таблица 2.1

Значения коэффициента поглощения

	Материал
	(
	Материал
	(

	Сталь прокатная

Дерево
	0,06 – 0,15

0,18 – 0,30
	Кирпичная кладка Железобетон
	0,24 – 0,48

0,30 – 0,60


Покажем, что даже при весьма значительном затухании колебаний частота свободных колебаний 
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 мало отличается от собственной частоты ( соответствующей консервативной системы. Из формулы (2.23) следует, что 
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Подставив это значение 
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 в (2.21), получим 
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. Таким образом, даже при столь значительном демпфировании частота свободных колебаний 
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 отличается от собственной частоты (  всего на 0,6 %. Это означает, что при вычислении частоты свободных колебаний системы можно пренебрегать вязким сопротивлением.

Заметим, что в рассмотренном примере после 10 циклов амплитуда колебаний уменьшается приблизительно в 1000 раз, то есть свободные 
колебания практически затухают через некоторый малый промежуток времени. 

Приведем еще один числовой пример.

Пример 2.1. Пренебрегая массой стальной балки, определить частоту и период свободных колебаний системы, изображенной на рис. 2.7, а. Масса груза 
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Решение. Податливость системы 
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 определяем «перемножая саму на себя» эпюру изгибающих моментов 
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 (рис. 2.7, б), построенную от единичной силы инерции 
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Собственная частота 
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Рис. 2.7. Заданная система и единичная эпюра изгибающих моментов

Логарифмический декремент колебания 
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Квадрат коэффициента демпфирования
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Тогда частота свободных затухающих колебаний равна
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то есть ее значение практически вообще не отличается от значения собственной частоты 
[image: image155.wmf]w
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Период свободных колебаний 
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2.15. Какие колебания системы называются вынужденными?

Механические колебания, вызванные вынуждающей (возмущающей) нагрузкой или кинематическим возбуждением, называются вынужденными колебаниями. При вынужденных колебаниях в уравнение движения системы всегда входит слагаемое, зависящее от времени и не зависящее от координаты, характеризующей положение системы в пространстве. 

На практике чаще всего интересуются периодическими вынуждающими нагрузками, которые во многих случаях можно описать гармоническим законом, а также импульсными нагрузками. 
2.16. А если вынуждающая нагрузка изменяется во времени 
по произвольному закону?

Пусть на груз массой m, находящийся на невесомой, например, шарнирно опертой балке, действует вынуждающая нагрузка 
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, изменяющаяся во времени по произвольному закону (рис. 2.8). 
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Рис. 2.8. Вынуждающая нагрузка

Отбросим движущуюся массу и заменим ее действие на балку силой инерции 
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 (рис. 2.9). 
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[image: image160.wmf]
Рис. 2.9. Вынужденные колебания системы с одной степенью свободы

При отсутствии сил сопротивления уравнение движения системы, 
полученное обратным способом, имеет вид
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или, с учетом (2.8), 
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Дифференциальное уравнение (2.24), в отличие от (2.2), является неоднородным. Для разыскания его решения воспользуемся, например, способом вариации постоянных. Общий интеграл (2.24) представим в виде 
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где 
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 в (2.3), являются некоторыми функциями времени t.  

Если теперь мы подставим (2.25) в (2.24), то получим одно уравнение для определения двух неизвестных функций 
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. Это означает, что мы вправе связать эти функции дополнительным (вообще говоря, произвольным) условием. Произвол в выборе этого условия, связывающего функции 
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, объясняется тем, что для получения общего интеграла неоднородного уравнения (2.24) достаточно найти любой его частный интеграл. Выбирая различные добавочные условия, мы найдем различные частные интегралы, но их сумма не перестанет быть общим интегралом уравнения.

Дифференцируя (2.25) один раз по t, получим
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В качестве дополнительного условия будем считать, что второе слагаемое в (2.26) равно нулю:
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При повторном дифференцировании по t , с учетом (2.27), получим
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Подставим (2.27) в (2.24). Получим
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или
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Системы уравнений (2.27) и (2.29) достаточны для определения двух функций 
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Тогда
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где интегрирование ведется только на интервале от 0 до 
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 по переменной 
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, а 
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 – новые постоянные интегрирования. 

Таким образом, общий интеграл уравнения (2.24) принимает вид
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или
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Заметим, что поскольку в (2.30) интегрирование ведется по переменной 
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, букву t под знаком интеграла следует считать постоянной.

Первое слагаемое в (2.30) представляет собой общий интеграл однородного дифференциального уравнения и описывает свободные колебания системы. Второе слагаемое – частное решение неоднородного уравнения. Совокупность этих решений описывает вынужденные колебания системы с одной степенью свободы при действии вынуждающей нагрузки, изменяющейся во времени по произвольному закону.

Пусть до приложения вынуждающей нагрузки система находилась в положении равновесия, то есть 
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Интеграл (2.31) называется интегралом Дюамеля.

2.17. По какому закону будет происходить движение системы 
в случае внезапно приложенной нагрузки?

Пусть при 
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 к неподвижному грузу, находящемуся в положении статического равновесия, прикладывается мгновенно возрастающая и в дальнейшем сохраняющая постоянное значение 
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 нагрузка (рис. 2.10). 
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Рис. 2.10. Внезапно приложенная  нагрузка

Воспользуемся выражением (2.31). Вынося постоянное значение нагрузки за знак интеграла, получим, что при 
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Поскольку, согласно (2.1), 
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, амплитуда вынужденных колебаний равна 
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 и представляет собой статический прогиб груза. 

График зависимости 
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 представлен на рис. 2.11. 
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Рис. 2.11. Колебания системы при действии 

внезапно приложенной нагрузки

Видно, что максимальное отклонение груза при внезапно приложенной нагрузке вдвое больше статического прогиба: 
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. Следовательно, и динамические напряжения в стержне будут в два раза больше по сравнению со статическими.

Отношение максимального динамического перемещения к перемещению, вызванному статической нагрузкой, называется коэффициентом динамичности 
[image: image201.wmf]m

. Тогда для случая внезапно приложенной нагрузки 
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2.18. А если нагрузка будет линейно возрастать в течение 
некоторого времени 
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 и далее оставаться постоянной?

Пусть к неподвижной системе (
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где 
[image: image210.wmf]1
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 – время нарастания нагрузки.

Вычисление интеграла (2.37) разобьем на два интервала: 
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Из полученного выражения видно, что перемещение груза при 
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 представляет собой колебание, происходящее около положения статического равновесия с собственной частотой 
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 и амплитудой A, равной
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где T – период собственных колебаний. 

Наибольшее динамическое перемещение груза равно
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Таким образом, коэффициент динамичности
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Заметим, что при 
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, что соответствует случаю статического приложения нагрузки. 

На рис. 2.12 показан график зависимости коэффициента динамичности от отношения 
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Рис. 2.12. Коэффициент динамичности

При практических расчетах определить это отношение не представляется возможным, поскольку и время нарастания нагрузки 
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, и период собственных колебаний системы T  определяются с некоторой погрешностью. Следовательно, пользуясь формулой (2.32) или приведенным на рис. 2.12 графиком, можно допустить ошибку в опасную сторону. Поэтому, во избежание ошибки, на практике вместо действительного графика коэффициента динамичности пользуются некоторой огибающей его кривой. 

Из графика видно, что, если длительность возрастания нагрузки 
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 превосходит период свободных колебаний системы T более, чем в шесть раз, то действие такой нагрузки при 
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 можно практически считать статическим. Эта оценка  (погрешность составляет менее 5 %) впервые была дана И. Г. Бубновым.

2.19. Как будет реагировать система на действие 
быстро исчезающих нагрузок?

Покажем, что даже весьма значительная нагрузка может оказаться безопасной для механической системы, если длительность ее действия 
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 мала по сравнению с периодом свободных колебаний T. 

Рассмотрим действие силы, которая внезапно прикладывается к неподвижной системе и далее в течение некоторого времени 
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 остается постоянной и равной 
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. Затем эта сила так же внезапно исчезает. 

В этом случае для 
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, согласно (2.37), имеем
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Обозначим отношение промежутка времени 
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 к периоду свободных колебаний T через 
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и максимальное отклонение груза равно


[image: image236.wmf]pa

w

sin

2

2

sin

2

)

(

max

st

st

q

t

q

t

q

=

=

*

.
Следовательно, коэффициент динамичности
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Из (2.33) следует, что при 
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 коэффициент динамичности 
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Ниже приведены значения коэффициента динамичности 
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 в зависимости от 
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Из приведенных данных видно, что если сила действует в течение весьма малой доли периода собственных колебаний, то эффект такой 
кратковременной динамической нагрузки во много раз меньше, чем статической, поскольку в этом случае 
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Покажем теперь, что движение системы с одной степенью свободы при действии кратковременной силы 
[image: image243.wmf])
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 приближенно может быть оценено импульсом этой силы


[image: image244.wmf](

)

ò

*

=

t

d

P

S

0

t

t

.

При этом, что очень важно, подробности изменения этой силы за промежуток времени 
[image: image245.wmf]*
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 практически не имеют значения.

Воспользуемся выражением (2.31). При 
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 будем иметь
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Но так как отношение 
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 меньше малого отношения 
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2.20. Какое явление называется кратным резонансом?

Предположим, что система подвержена действию нескольких мгновенных импульсов неизменного направления 
[image: image253.wmf]S
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, повторяющихся через одинаковый промежуток времени t, кратный периоду собственных колебаний T системы. При отсутствии сопротивления среды действие каждого импульса, согласно (2.34), будет увеличивать амплитуду колебаний системы на величину 
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. Суммируя перемещения системы от действия каждого импульса, получим
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При 
[image: image256.wmf]¥

®

k

 амплитуда колебаний будет также стремиться к бесконечности. В этом случае говорят, что имеет место кратный резонанс. 

2.21. Как реагирует система на действие вынуждающей нагрузки, изменяющейся по гармоническому закону?

Выше уже отмечалось, что случай, когда вынуждающая нагрузка изменяется по гармоническому закону, является одним из наиболее частых и важных случаев, встречающихся в расчетной практике. Пусть, например,
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где 
[image: image258.wmf]0
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 – амплитудное значение нагрузки, а 
[image: image259.wmf]W

 – частота. 

Закон, по которому будет происходить перемещение массы, находящейся под действием такой нагрузки, можно установить при помощи интеграла Дюамеля (2.31). При нулевых начальных условиях будем иметь
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Если 
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, интегрируя (2.35), получим
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Заменим в (2.36) произведение 
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 – прогиб, который вызовет амплитудное значение нагрузки, приложенное к балке статически).  Тогда
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Проанализируем полученное нами решение (2.37). Оказывается, что при действии на систему гармонической вынуждающей нагрузки возникают сложные колебания, состоящие из двух частей: колебаний, происходящих с частотой вынуждающей силы 
[image: image268.wmf]W

 (первое слагаемое), и колебаний, происходящих с собственной частотой 
[image: image269.wmf]w

 (второе слагаемое). 

Заметим, что в некоторых учебниках по динамике сооружений второе слагаемое иногда называют свободными колебаниями. Однако нужно иметь в виду некоторую условность применения этого термина в рассматриваемом случае. Дело в том, что вторые колебания вызваны вынуждающей силой. Амплитуда этих колебаний зависит от амплитуды силы. Поэтому второе колебание мы будем называть сопровождающими свободными колебаниями.
Напомним, что при выводе формулы (2.37) мы не принимали во внимание силы трения, которые неизбежно приведут к тому, что сопровождающие свободные колебания со временем затухнут. Если учесть это влияние сил демпфирования, то процесс вынужденных колебаний будет происходить примерно так, как это показано на рис. 2.13. 

Рис. 2.13, а относится к случаю, когда 
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, а рис. 2.13, б – к случаю, когда 
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Таким образом, после быстрого, как правило, исчезновения сопровождающих свободных колебаний движение системы будет описываться уравнением
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Рис. 2.13. Вынужденные колебания

Это незатухающее колебание, происходящее с частотой вынуждающей нагрузки, называется установившимся вынужденным колебанием или просто вынужденным колебанием системы.

2.22. Что называется амплитудно-частотной характеристикой 
системы?

Амплитуда А установившихся гармонических вынужденных колебаний определяется по формуле 
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и зависит от частоты вынуждающей нагрузки 
[image: image276.wmf]W

. Эта зависимость и называется амплитудно-частотной характеристикой.

Из (2.38) видно, что наибольшее динамическое перемещение системы А существенно отличается от перемещения 
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, соответствующего случаю статического действия амплитудного значения нагрузки 
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2.23. Что называется коэффициентом динамичности 
и чему он равен?

Отношение 
[image: image279.wmf]st
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называется коэффициентом динамичности 
[image: image280.wmf]m

. Он определяется по формуле
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и, как видно, зависит только от параметра 
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 – отношения частоты вынуждающей нагрузки 
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 к собственной частоте системы 
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. 

Тогда амплитуда вынужденных колебаний может быть определена по формуле
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График зависимости коэффициента динамичности 
[image: image286.wmf]m

 от отношения частот 
[image: image287.wmf]a

 представлен на рис. 2.14.
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Рис. 2.14. Коэффициент динамичности при действии 

гармонической вынуждающей нагрузки

При малой частоте вынуждающей нагрузки (
[image: image289.wmf]0

®
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) коэффициент динамичности близок к единице. С ростом 
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 он быстро увеличивается и при 
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 (
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) обращается в бесконечность. Это соответствует наступлению резонанса, когда амплитуда вынужденных колебаний A начинает резко возрастать. При 
[image: image293.wmf]1

>

a

 (
[image: image294.wmf]w

>

W

) амплитуды вынужденных колебаний снова оказываются конечными. В частности, при 
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 коэффициент динамичности становится меньше единицы, то есть динамическое перемещение системы становится меньше, чем статическое. Это означает, что высокочастотная (по сравнению с собственной частотой) сила не вызывает ощутимых колебаний механической системы. Система как бы не успевает откликаться на весьма быстрое изменение вынуждающей нагрузки.

Коэффициент динамичности 
[image: image296.wmf]m

 может служить не только для оценки отношения динамического перемещения к статическому. Действительно, увеличение прогиба балки в 
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 раз (при сохранении той же формы прогиба) влечет за собой и увеличение во столько же раз внутренних усилий и напряжений в балке. Поэтому динамическое напряжение в балке при изгибе 
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 может быть вычислено через статическое напряжение 
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2.24. Оказывает ли сопротивление среды существенное влияние на амплитудно-частотную характеристику и, соответственно, 
на коэффициент динамичности?

Диссипативные силы оказывают заметное влияние на вынужденные колебания лишь в околорезонансной области, то есть при 
[image: image301.wmf]w
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. Это позволяет нам вычислять амплитуду вынужденных колебаний в зоне, удаленной от зоны резонанса, без учета сопротивления среды. 

При резонансе амплитуда вынужденных колебаний остается конечной и при любых значениях коэффициента демпфирования n она может быть вычислена по следующей приближенной формуле:
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2.25. Нельзя ли поподробнее остановиться на явлении резонанса?

Итак, резонанс наступает при совпадении частоты вынуждающей нагрузки с собственной частотой: 
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При этом интеграл (2.35) приобретает вид


[image: image304.wmf](

)

ò

-

W

W

W

=

t

d

t

m

P

t

q

0

0

sin

sin

)

(

t

t

t

 .

После его вычисления получим
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График этого движения показан на рис. 2.15. 

Как видно из (2.39), при резонансе пиковые значения отклонений системы от положения равновесия возрастают по линейному закону и за 
конечный промежуток времени они вовсе не обращаются в бесконечность.

Отсюда вытекает принципиальная возможность прохождения системы через резонанс, например в процессе разгона двигателя машин.
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Рис. 2.15. Резонанс

Поскольку равенство частот 
[image: image307.wmf]w
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 выполняется лишь в течение 
малого промежутка времени, пиковые значения отклонений системы не успевают достигнуть опасных, с точки зрения прочности, значений.

2.26. Каким образом лучше всего «выходить» из резонанса?

Для выхода системы из резонанса (
[image: image308.wmf]w
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) необходимо добиться того, чтобы ее собственная частота была выше частоты  вынуждающей нагрузки, а не ниже ее. Этот вывод следует, например, из того, что при запуске неуравновешенной машины ее частота возрастает от нуля до конечного значения, а при остановке также непрерывно убывает до нуля. И если 
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, то и при пуске, и при остановке двигателя система неизбежно будет проходить через резонанс. 

При этом считается, что собственная частота должна превосходить частоту вынуждающей нагрузки, по крайней мере, на 30 %.  

Увеличить собственную частоту можно, как это следует из (2.8), увеличивая жесткость системы. 
Заметим, что выходить из резонанса за счет увеличения частоты вынуждающей нагрузки нежелательно, поскольку двигатель может самопроизвольно сбросить число оборотов.

Пример 2.2. Посредине невесомой стальной двутавровой балки № 33 (см. рис. 2.7) установлен неуравновешенный двигатель массой 
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Определить наибольшие динамические напряжения в балке, если ее длина 
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Собственная частота 
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Частота вынуждающей нагрузки
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Наибольший изгибающий момент посредине длины балки, вызываемый статической нагрузкой 
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Изгибающий момент в этом же поперечном сечении балки, вызываемый амплитудным значением вынуждающей нагрузки
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Полный изгибающий момент
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2.27. По какому закону движется система при кинематическом возбуждении колебаний и по какой формуле в этом случае 
определяется коэффициент динамичности?

Колебания системы могут быть вызваны и перемещением основания. Наглядным примером такого движения являются, например, колебания сооружения, вызванные землетрясением, или колебания частей оборудования от вибрации здания, в котором оно установлено. 

Пусть жесткая заделка консольной балки (рис. 2.16) перемещается в горизонтальном направлении по гармоническому закону:
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Рис. 2.16. Кинематическое возбуждение колебаний

Будем, по-прежнему, обозначать 
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С учетом (2.40), получим 
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После деления обеих частей уравнения (2.41) на произведение 
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 и введения обозначения 
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 придем к следующему дифференциальному уравнению, описывающему движение системы с одной степенью свободы при кинематическом возмущении:
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Существенное отличие этого уравнения от ранее полученного уравнения (2.24) заключается в том, что в рассматриваемом случае амплитудное значение вынуждающей нагрузки 
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 пропорционально квадрату частоты возмущения. 

Решение неоднородного дифференциального уравнения (2.42) состоит из суммы общего решения соответствующего однородного уравнения и частного решения. Общее решение, как мы уже знаем, описывает свободные колебания, которые, из-за наличия сопротивления среды, быстро затухают. Частное решение будем искать в виде
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Подставив (2.43) в (2.42), получим
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Отсюда найдем амплитуду A:
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где 
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Таким образом, при кинематическом возмущении установившиеся вынужденные колебания системы описываются уравнением
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Коэффициент динамичности 
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 в этом случае оказывается равным
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Зависимость коэффициента динамичности 
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 от отношения частот 
[image: image346.wmf]a

, согласно (2.44), представлена на рис. 2.17. 
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Рис. 2.17. Коэффициент динамичности 
при кинематическом возмущении

Заметим, что и в рассмотренной задаче мы снова встретились с явлением резонанса, который наступает при 
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), как и в случае действия гармонической вынуждающей нагрузки.

2.28. Какие практические выводы могут быть сделаны 
по второму разделу?

Во втором разделе мы рассмотрели простейший случай: свободные и вынужденные колебания системы с одной степенью свободы. Более сложные случаи, когда число степеней свободы превышает единицу, будут разобраны нами в последующих разделах. Однако некоторые принципиальные вопросы могут быть проиллюстрированы и на основе представленных выше результатов. 

При проведении практических расчетов мы, прежде всего, должны решить вопрос о необходимости учета свободных колебаний наряду с
 вынужденными, а также вопрос о необходимости учета сопротивления среды. 

Очевидно, что в начале запуска двигателя мы будем иметь дело, как со свободными, так и с вынужденными колебаниями системы. С течением времени под влиянием неизбежных сил сопротивления среды свободные колебания затухнут и останутся только установившиеся вынужденные колебания. Ввиду того, что двигатель никогда не запускается мгновенно на полную скорость, и скорость вращающихся неуравновешенных элементов двигателя достигнет своего наибольшего значения существенно позже запуска двигателя, возмущающее воздействие достигнет своего наибольшего значения к тому времени, когда свободные колебания практически затухнут. Поэтому, при расчете строительных конструкций, подверженных воздействию вращающихся двигателей, учитываются только установившиеся колебания. При этом сначала определяются напряжения в предположении статического воздействия амплитудного значения вынуждающей нагрузки. Затем вычисляется коэффициент динамичности, на который найденное статическое напряжение и умножается.

На практике, однако, встречаются случаи, когда конструкцию приходится рассчитывать на совместное действие свободных и вынужденных колебаний. Например, при расчете сооружений на сейсмостойкость. Опыт показывает, что разрушительное воздействие землетрясений проявляется в самые первые периоды колебаний сооружения. Объясняется это тем, что колебания земной коры, передающиеся фундаменту и представляющие собой возмущающее воздействие, сразу же достигают больших ускорений. Ввиду этого свободные колебания не успевают затухнуть, и мы должны иметь дело с наличием и свободных, и вынужденных колебаний. 

Перейдем к вопросу об учете сил сопротивления среды. Силы демпфирования в практических расчетах стоит учитывать только тогда, когда отношение частот 
[image: image350.wmf]w

W

 близко к единице, то есть при резонансе и в случаях, близких к резонансу, когда 
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. Ввиду того, что резонанс сопровождается резким нарастанием амплитуд колебаний, а, следовательно, и напряжений в частях конструкции, он представляет собой опасное явление, и проектировщиком должны быть приняты все меры к его недопущению. Выше мы видели, что в случае отсутствия сопротивления среды условием появления резонанса является равенство частоты вынуждающей нагрузки и собственной частоты. При наличии сопротивления среды резонанс наступает при близких значениях этих частот. Поэтому проектировщику приходится так подбирать размеры конструкции и веса грузов, чтобы значение собственной частоты существенно отличалось от частоты вынуждающей нагрузки. Обеспечив, таким образом, отсутствие резонанса сооружения, проектировщик должен приступить к динамическому расчету прочности его частей, в частности, к вычислению коэффициента динамичности. Ввиду отдаленности от зоны резонанса при этих расчетах сопротивление среды также можно не учитывать.

При расчете на сейсмостойкость сопротивление среды к моменту разрушительного воздействия, то есть в первые периоды колебаний, не успеет проявиться в сколько-нибудь существенной мере. Поэтому и в этом случае необходимость его учета отпадает. То обстоятельство, что на практике, в основном, влиянием сопротивления среды можно пренебречь, имеет большое значение, так как это существенно облегчает выполнение динамических расчетов. Только лишь при проверочных расчетах уже эксплуатируемых сооружений, когда может появиться необходимость определения значения коэффициента динамичности в условиях, близких к резонансу, приходится учитывать влияние сопротивления среды.
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