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Алгоритм, программная реализация и результаты симуляций 
На рис. 1 представлена блок-схема алгоритма. На начальном этапе 

работы проводится инициализация основных параметров. Далее происходит 
генерация сетки в соответствии с заданными пользователями параметрами: 
размер сетки, начальный уровень питания, коэффициент диффузии питания, 
коэффициент роста бактериальной массы.  

 

 
Рисунок 1 – Блок-схема алгоритма  

 
В главном цикле происходит расчет, состоящий из трех этапов. 

Первый этап определяет распределение концентрации питательного 
вещества для каждой из ячеек автомата. На втором этапе определяется 
поглощаемая бактериальной массой концентрация питания и имитируется 
соответствующий рост в каждой из заселенных ячеек автомата (клеток). На 
третьем этапе происходит проверка условия достижения концентрации 
бактериальной массы достаточного для деления уровня, после чего 
выбирается один из трех реализованных механизмов деления. В 5% случаев 
происходит механизм инокуляции (при достижении определенного уровня 
кворума), когда клетка делится в случайную ячейку на поверхности в 
некоторой области, окружающей рассматриваемую клетку. Иначе 
происходит проверка наличия свободных ячеек рядом. При их наличии 
случайным образом выбирается одно свободное направление, в противном 
случае – реализуется механизм выталкивания: клетка делится в случайном 
направлении, соответствующем одной из клеток на поверхности биопленки.  

Пример результата симуляции представлен на рис. 2 для двух типов 
решеток клеточного автомата. Проведена серия вычислительных 
экспериментов, которые позволили определить оптимальные условия для 
образования биопленки с точки зрения факторов максимального заполнения 
пространства и минимального потребления ресурсов. В частности, 
варьированию подлежали ключевые параметры модели – начальный уровень 
питательных веществ, вероятность дополнительной инокуляции и радиус 
случайного переноса инокуляции.  
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а б 
Рисунок 2 – Пример работы программы для кубической (а)  

и октаэдральной (б) решеток 
 

Результаты экспериментов показали, что модель способна адекватно 
воспроизводить основные характеристики роста биопленки. 

Заключение 
Таким образом, разработанная 3D гибридная имитационная модель 

биопленки позволяет на основе введенных механизмов прогнозировать 
основные характеристики эволюции бактериального сообщества с учетом 
процессов колонизации доступного пространства.  
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СВЕРТОЧНЫЕ НЕЙРОННЫЕ СЕТИ ДЛЯ ВЫДЕЛЕНИЯ РАЙОНА 
ДРАЖНЫХ РАБОТ 

CONVOLUTIONAL NEURAL NETWORKS FOR SEGMENTATION 
THE AREA OF DREDGING WORKS 
 

Аннотация. В работе рассматривается возможность применения 
сверточных нейронных сетей для выделения области добычи полезных 
ископаемых дражным способом по спутниковым снимкам, в частности: 
спутников Sentinel-2 и Landsat 8-9. В качестве исследуемой территории 
выбраны области (реки) субъектов Дальневосточного федерального округа.  
Основное внимание уделено процессу создания обучающей выборки для 
выбранных моделей. Приводятся данные о точности выделения области 
интереса при использовании моделей сверточной нейронной сети. 

Abstract. This study explores the potential application of convolutional 
neural networks for delineating areas of mineral extraction using dredging 
techniques from satellite images, specifically from Sentinel-2 and Landsat 8-9 
satellites. The regions (rivers) within the Far Eastern Federal District were 
selected as the study area. The primary focus is on the process of creating the 
training dataset for the chosen models. Data on the accuracy of identifying the 
area of interest using convolutional neural network models are presented.  

Ключевые слова: добыча полезных ископаемых, дражный способ, 
дистанционное зондирование, сегментация. 

Keywords: mining, dredging method, remote sensing, segmentation. 
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Введение 
Добыча полезных ископаемых является основополагающим процессом 

всей промышленности. Скопления пород и металлов разрабатывают с 
помощью специального оборудования и техники. Когда месторождения 
истощаются, или их добыча становится невыгодной, работы в этом месте 
прекращаются. Но со временем технологии развиваются и появляется 
возможность повторного освоения уже отработанных месторождений, перед 
началом которого проводится оценка потенциального количества 
имеющихся там ископаемых. Особое внимание в этом вопросе уделяется 
дражным выработкам, на которых добывались различные металлы.  

Оценку ресурсного потенциала проводят при повторной разведке 
выработанного месторождения, что является трудоемкой задачей, 
требующей значительных финансовых и временных затрат. В связи с этим, 
актуальным вопросом является предварительная оценка ресурсного 
потенциала, используя данные дистанционного зондирования Земли (ДЗЗ). 

Современные спутники предоставляют данные ДЗЗ высокого 
разрешения, достаточного для проведения исследования интересующих 
объектов. В частности, это применимо для дражных выработок, которые на 
снимках более низкого разрешения являлись неклассифицируемыми. 

Для предварительной оценки существуют методы, которые опираются 
на объем дражной выработки. Чтобы рассчитать объем, необходимо 
определить границы исследуемого объекта. Если объект имеет сложную 
границу или является отработанным достаточно давно, из-за чего его 
границы размываются, то ручной процесс выделения границ может быть 
слишком затратным. Для облегчения процесса выделения границ, а также 
его частичной автоматизации, можно воспользоваться методами машинного 
обучения. 

В зарубежной литературе часто встречаются работы с использованием 
моделей машинного обучения в исследованиях, так или иначе касающихся 
землепользования и горной промышленности [1-3]. Их применение 
позволяет ускорить решение не сложных, но затратных по времени задач. В 
отечественной литературе также рассматривается применение нейронных 
сетей, но чаще в задачах, не связанных непосредственно с данными ДЗЗ [4]. 
Когда анализируется поверхность Земли, то, как правило, применяются 
вегетационные и другие индексы. Например, в работе [5] выполнен анализ 
отработанных золотороссыпных площадей с помощью нормализованного 
разностного индекс растительности (NDVI). Примеры использования 
сегментации разных типов поверхности по спутниковым снимкам с 
помощью нейронных сетей встречаются в отечественной литературе также 
встречаются (см. [6]), но заметно реже, чем в зарубежной. 

В данной работе предлагается способ автоматического выделения 
области добычи полезных ископаемых дражным способом с помощью 
модели машинного обучения, в частности, сверточной нейронной сети. 

Исходные данные и методы 
Данные о местах проведения горных работ взяты из 

«Государственного реестра участков недр, предоставленных в пользование, 
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и лицензий на пользование недрами» для всех субъектов РФ 
Дальневосточного федерального округа.  

Источниками снимков выбраны спутники Sentinel-2 и Landsat 8-9 с 
пространственным разрешением 10 и 30 метров соответственно, а сезон 
снимков – летний (с мая по сентябрь), т.к. в это время исследуемая область 
больше всего контрастирует с окружающей средой. Разное разрешение 
необходимо для сравнения и выбора предпочтительного спутника. Таким 
образом составлено два набора данных, первый – из снимков Sentinel-2 и 
второй – из снимков Landsat 8-9. Снимки имеют второй уровень обработки, 
т.е. атмосферную коррекцию. В случае Sentinel-2 выбраны каналы 2-12, у 
Landsat 8-9 выбраны каналы 2-7. Далее каждый снимок делился на части 
размерами 384 x 384 пикселя для данных Sentinel-2 и 256x256 пикселя для 
данных Landsat 8-9.  

В качестве сверточной нейронной сети выбрана DeepLabV3 [7]. При 
обучении использовалась функция ошибки Boundary Loss.  

Результаты и обсуждение 
На рисунке 1 представлены результаты сегментации 2 моделями 

сверточной нейронной сети, где первая обучалась на наборе данных со 
спутников Sentinel-2, а вторая – на данных со спутников Landsat 8-9. 
Точность сегментации первой составила ~93% по метрике Intersection over 
Union (IoU), точность второй составила ~78% по той же метрике. 

 
Рисунок 1 – Результат сегментации DeepLabV3 снимков: 

 а) Sentinel-2; б) Landsat 8-9 
Однако судить о том, насколько хорошо эта метрика отражает 

реальный результат трудно, потому что сложно выделить исходные области 
с высокой точностью. На снимках с Landsat 8-9 некоторые области и вовсе 
являются неклассифицируемыми. Поэтому по результатам выполненной 
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сегментации без помощи специалиста в предметной сфере нельзя 
однозначно сказать, что нужная область выделена правильно. 

Заключение 
Рассмотрена возможность применения свёрточной нейронной сети для 

выделения области дражных работ. Модель, обученная на наборе данных со 
спутников Sentinel-2, показала точность сегментации ~93% по метрике IoU, в 
то время как модель, обученная на данных Landsat 8-9 продемонстрировала 
точность сегментации ~78%.  

По результатам проведенного исследования можно сделать вывод, что 
сверточные нейронные сети являются перспективным инструментом для 
решения задачи выделения области добычи полезных ископаемых дражным 
способом. Однако, в зависимости от степени зарастания области, точность 
выделения значительно снижается, поэтому на данный момент нельзя 
говорить о полной автоматизации. Использование моделей машинного 
обучения позволяет сократить временные затраты на выполнение этой 
задачи и для зарастающих областей требуется ручная корректировка 
полученного контура. 
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Аннотация. Эффективное функционирование предприятий 
агропромышленного комплекса (АПК) не возможно в сегодняшних 
экономических и геополитических условиях без использования 
отечественных цифровых технологий поддержки принятия управленческих 
решений. Цель работы – разработка программного продукта, 
интегрируемого в процессы управления агропромышленным предприятием, 
позволяющего рассчитывать альтернативные варианты решения задач 
оптимизации транспортировок и распределения ресурсов. Предмет 
исследования – методы и алгоритмы поддержки принятия решений для 
обеспечения эффективной работы предприятий АПК. С статье приведены 
базовые алгоритмы программы и математический инструментарий, описаны 
функциональные особенности, в числе которых связь с актуальными 
ресурсами 2ГИС (или Яндекс Карт) посредством настройки API-соединения. 
Отмечено, что созданный программный продукт является составной частью 
одного из модулей разрабатываемой системы поддержки принятия решений 
при управлении на предприятиях АПК. 

Abstract. The effective functioning of enterprises of the agro-industrial 
complex (AIC) is impossible in today's economic and geo-political conditions 
without the use of domestic digital technologies to support management decision-
making. The purpose of the work is to develop a software product that is 
integrated into the management processes of an agro–industrial enterprise, 
allowing to calculate alternative solutions to the problems of optimizing 
transportation and resource allocation. The subject of the research is methods and 
algorithms for decision support to ensure the efficient operation of agricultural 
enterprises. The article presents the basic algorithms of the program and 
mathematical tools, describes the functional features, including communication 
with the current resources of 2GIS (or Yandex Maps) by configuring the API 
connection. It is noted that the created software product is an integral part of one 
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of the modules of the developed decision support system for management at 
agricultural enterprises. 

Ключевые слова: управление, система поддержки принятия решений, 
алгоритм, программа, математическая модель, агропромышленное 
предприятие, грузоперевозки, распределение ресурсов, оптимизация, 
эффективность.  

Keywords: management, decision support system, algorithm, program, 
mathematical model, agro-industrial enterprise, freight transportation, resource 
allocation, optimization, efficiency. 
 

Введение 
При влиянии геополитических факторов, способствующих разработке 

отечественных программных продуктов, остро встает вопрос обеспечения 
поддержки принятия управленческих решений специализированными 
цифровыми информационно-аналитическими системами. Данная проблема 
тесно коррелирует с Указом Президента РФ «О Стратегии развития 
информационного общества в Российской Федерации на 2017-2030 годы» 
(№ 203 от 09.05.2017 г.) [1] и актуализируемой национальной программой 
«Цифровая экономика Российской Федерации» (утв. президиумом Совета 
при Президенте РФ по стратегическому развитию и национальным 
проектам, протокол № 7 от 04.06.2019 г.) [2].  

На сегодняшний день вопросам цифровизации и информатизации 
агропромышленного комплекса (АПК) уделяется большое внимание [3, 4, 5]. 
Рассматривая АПК, состоящий из совокупности отраслей, отметим, что 
ведущую роль в его структуре занимает сельскохозяйственное производство, 
отвечающее за обеспечение продовольственной безопасности страны, 
включающее организации, деятельность которых сопряжена с работой с 
биологическими организмами, сопровождается случайными событиями и 
трудно-прогнозируемыми погодными условиями. Агропромышленные 
предприятия занимаются не только производством и переработкой 
сельскохозяйственной продукции, но и транспортировкой. Существуют 
различные классы задач, связанные с оптимизацией использования 
ресурсного потенциала предприятий АПК [6, 7, 8], однако все они требуют 
знания определенных математических, статистических и инструментальных 
средств [9, 10, 11]. В свою очередь лицо принимающее решение (ЛПР) по 
повышению эффективности функционирования того или иного отраслевого 
предприятия сталкивается с проблемой соответствия своих 
профессиональных компетенций результатам цифровой трансформации 
управленческих процессов [12]. В связи с этим неоспорима актуальность 
вопросов разработки и применения различных систем поддержки принятия 
решений (СППР), включающих автоматизацию широкого спектра задач 
оптимизации использования ресурсного потенциала агропромышленного 
предприятия, позволяющих их применение при минимальном обучении 
пользователя, занимающих небольшой объем информационно-технических 
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ресурсов и обладающих гибкостью относительно поиска альтернативных 
вариантов решения с учетом быстро меняющихся условий. 

В соответствии с последним и ставилась цель исследования – 
разработка алгоритмов и программного сопровождения поддержки принятия 
решений по оптимизации транспортировок и распределения ресурсов 
агропромышленного предприятия для формирования одного из модулей 
СППР.  

Основная часть 
Нами была разработана программа «Management-Resources-Logistics» 

[13], позволяющая оптимизировать процессы транспортировок 
(грузоперевозок) с учетом возникающих управленческих задач для ЛПР в 
зависимости от: приоритетного выбора поставщиков-потребителей; 
построения маршрута с возможностью использования активных GIS-карт с 
учетом актуальной дорожной ситуации; поставленных целей (например, 
минимизации расстояния, материальных или временных затрат). Главное 
меню программы представлено на рисунке 1. 

 

 
Рисунок 1 – Вид главного окна программы «Management-Resources-

Logistics» с описанием 
 
В качестве математической основы для формирования программного 

продукта выбрана постановка классической модели транспортной задачи 
[14], в которой введена следующая система переменных: пункты назначения 

– aj, где nj ,1 ; пункты отправления – bi, где mi ,1 . Матрица цен (тарифов, 
также говорят о матрице издержек или транспортных расходов) С = (cij)m×n 
задается пользователем самостоятельно исходя из имеющейся в 
распоряжении информации. Требуется найти план транспортной задачи – 
матрицу грузоперевозок Х = (хij)m×n, где каждое число хij обозначает 
количество единиц груза, которое надо доставить из i-го пункта отправления 
в j-й пункт назначения. Математическая модель в структурной форме имеет 
вид: 
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I. Целевая функция описывает затраты на перевозку грузов при 
организации грузопотоков: 

.min
1 1


 

m

i

n

j
ijij xcZ     (1) 

II. Система ограничений описывает требования для xij: 
1 группа: условие полного вывоза грузов от поставщиков: 

.,1,
1

mibx i

n

j
ij 


    (2) 

2 группа: условие удовлетворения потребителя: 

.,1,
1

njax j

n

i
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
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III. Условие неотрицательности переменных величин:  

.,1,,1,0 njmixij      (4) 

 

 
а) первая часть  
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б) вторая часть 

Рисунок 2 – Блок-схема алгоритма добавления фиктивной  
строки или столбца 

 
Существуют особенности, выраженные в модификации модели из-за 

некоторых усложнений в постановке задачи, например не во все пункты 
поездки могут быть осуществлены, по некоторым маршрутам можно 
перевезти только определенное количество груза и пр. Кроме того, одно из 
необходимых условий решения задачи – ее «закрытость», то есть формально 
количество потребностей и возможностей объема грузоперевозок должно 
совпадать, что требует введения фиктивных переменных. Данная процедура 
реализована в виде алгоритма, представленного на рисунке 2. 

Что касается интерфейса программы, то при помощи нижних панелей 
«добавить поставщика» и «добавить потребителя» заполняется таблица 
данных (рисунок 3). 
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Рисунок 3 – Окно заполнения данных для решения задачи 

С помощью контекстного меню можно добавить столбцы и строки 
вручную и также заполнить таблицу данных. Помимо этого, можно очистить 
таблицу, включить режим удаления отдельных строк или столбцов, 
проверить задачу на верность заполнения «закрытости», переключить 
таблицы на поиск решения. 

Программа направлена на оптимизацию выбора маршрута при 
транспортировке груза. Позволяет определить ряд минимальных параметров 
(время, расстояние, затраты) в соотношении с объемом распределяемых 
ресурсов. Так как одновременное достижение минимальных значений всех 
трех критериев не возможно, программа предоставляет пользователю 
интерфейсный инструментарий реализации имитационного процесса 
подбора сочетания наиболее приемлемого варианта с точки зрения текущих 
задач управления. 

Программа обладает следующими возможностями: определение 
кратчайшего пути через 2GIS-карты по расстоянию и времени (с настройкой 
API-соединения для актуализации данных (рисунок 4)); обработка данных 
задачи с оптимизацией транспортировки и распределением маршрутов; 
сохранение условий задачи в файл; открытие данных задачи из файла; вывод 
оптимизированного плана на печать. 

 
Рисунок 4 – Настройка API-соединения для программы 



324 

Программа может функционировать также с Яндекс Картами (при 
выборе соответствующего контента) и содержит развернутую справку 
пользователя, позволяющую освоить использование программного продукта 
ЛПР, не имеющему специальных навыков владения математическим и 
программным инструментарием решения оптимизационных задач. 

Кроме того, в рамках рационального использования ресурсного 
потенциала организации, занятой производством растениеводческой 
продукции, в программе реализуется возможность решения задачи 
оптимизации размещения сельскохозяйственных культур по посевным 
площадям с учетом последователей и предшественников, а также исходя из 
способов обработки почвы и имеющегося машинно-тракторного парка. В 
справке пользователя подробно описана последовательность операций при 
анализе информации и заполнения таблиц в данной трактовке.  

Заключение 
На сегодняшний день в условиях развития цифрового общества 

востребованными являются автоматизированные технологии, призванные 
обеспечить ЛПР необходимым инструментарием для управления процессами 
сбора информации, анализа, выбора, планирования и пр. с целью 
достижения наиболее выгодного результата экономической деятельности 
предприятий АПК. При этом грамотное использование потенциала 
сельскохозяйственных организаций зависит от обеспечения процессов 
управления соответствующими математическими и инструментальными 
средствами. 

Разработанная программа «Management-Resources-Logistics» 
направлена на оптимизацию выбора маршрута при транспортировке груза и 
распределения ресурсного потенциала (земельного, машинного и пр.). 
Позволяет определить ряд минимальных параметров (время, расстояние, 
затраты) в соотношении с объемом распределяемых ресурсов. Использует 
математический аппарат транспортной задачи. Функционирует во 
взаимосвязи с ресурсами 2ГИС, а также при выборе контента с Яндекс 
Картами, что способствует получению актуальной информации по 
изменению дорожной обстановки. Есть возможность оперативного 
редактирования построенного маршрута с учетом дорожно-транспортных 
работ, происшествий и пр. Реализует функцию вывода на печать 
полученного решения. Имеет удобный интерфейс, позволяющий 
использование разработки при поддержке принятия решений широким 
кругом пользователей без больших временных затрат на освоение. 
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ШЛИФОВАНИЕ КАК ПРОЦЕСС ДЕФОРМАЦИИ И РАЗРУШЕНИЯ 
ЗЁРЕН АБРАЗИВНОГО ИНСТРУМЕНТА 

GRINDING AS A PROCESS OF DEFORMATION AND DESTRUCTION 
OF ABRASIVE TOOL GRAINS 
 

Аннотация. Целью исследования является установление особенностей 
деформации и разрушения зёрен абразивного инструмента при бесцентровом 
шлифовании заготовок деталей, типичных для изделий оборонного 
комплекса. 

Получены следующие результаты: а) выявлено, что даже новый 
абразивный инструмент имеет зёрна, разрушенные в процессе спекания и 
правки инструмента; б) установлено, что абразивные зёрна не только 
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деформируются и поворачиваются в связке, но и разрушаются по механизму 
скола; в) выявлено, что  каждый абразивный инструмент (по марке и 
характеристикам) имеет свою интенсивность разрушения зёрен, свою долю 
зёрен, вырванных из связки, свой уровень вовлечения объёмов 
инструментального материала в разрушение и свой механизм разрушения 
зёрен и связки. 

Abstract. The purpose of the study is to establish the features of 
deformation and destruction of abrasive tool grains during centerless grinding of 
blanks of parts typical for products of the defense complex. 

The following results were obtained: a) it was revealed that even a new 
abrasive tool has grains destroyed during sintering and straightening of the tool; b) 
it was found that abrasive grains not only deform and turn in a bundle, but also 
collapse according to the chipping mechanism; c) it was revealed that each 
abrasive tool (by brand and characteristics) has its own destruction intensity 
grains, their share of grains torn from the bundle, their level of involvement of 
volumes of instrumental material in destruction and their mechanism of 
destruction of grains and bundles. 

Ключевые слова: абразивный инструмент, деформация зёрен, 
разрушение зёрен 

Keywords: abrasive tool, grain deformation, grain destruction 
 
Введение 
Для специального машиностроения и оборонной промышленности 

растут требования к качеству процессов шлифования, в том числе, к 
процессу бесцентрового шлифования [1 - 6]. При этом предъявляются 
требования по исключению прижога материала деталей. В таких условиях 
задача обеспечения правильного выбора абразивного инструмента является 
первостепенной. И даже при условии правильной марки абразивного 
инструмента и его характеристик стоит вопрос о частоте выполнения 
операции правки абразивного инструмента. Иначе не удаётся выдержать 
требования чертежа по точности диаметра на всей длине шлифуемой 
поверхности.  Следовательно, необходимо исследование процесса 
выкрашивания абразивных зёрен из инструмента.  С этих позиций ниже 
приведены некоторые результаты такого исследования как результаты 
состояния абразивных режущих инструментов в ходе их эксплуатации. 

Отдельные примеры кинетики процесса разрушения абразивного 
инструмента с характеристиками 25A F80 O6V показаны на рисунке 1.  

Из рисунка следует, что абразивный инструмент с характеристиками 
25A F80 O6V в исходном состоянии (рисунок а) уже имеет разрушенные 
(светлые пятна) зёрна, число разрушенных зёрен растёт значительно за 
первые 10 минут работы (рисунок б), за 20 минут работы (рисунок в) 
происходит не только разрушение групп зёрен, но и «засаливание» 
инструмента продуктами  материала шлифуемой заготовки детали. 
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Рисунок 1 – Фото структуры абразивного инструмента с характеристиками 
25A F80 O6V: а – режущий инструмент новый, не был в эксплуатации;  
б – инструмент работал 10 минут; в – инструмент работал 20 минут  

(а и б увеличение в 32 раза, в увеличение в 130 раз) 
 
Заключение 
Выполненные исследования и документирование результатов показали 

следующее: 
а) в разрушение абразивного инструмента вовлечены большие его 

объёмы, зёрна претерпевают не только разрушение сколом, но попутно 
происходит деформация и поворот зерна в связке, что влечёт за собой вырыв 
зерна из связки; 

б) новый  абразивный инструмент имеют разрушенные зёрна; 
г) у каждого абразивного инструмента имеется своя интенсивность 

разрушения зёрен, доля вырванных зёрен из связки, свой уровень вовлечения 
объёмов инструментального материала в разрушение и свой механизм 
разрушения зёрен и связки; 

д) каждый из рассмотренных инструментальных материалов имеет 
свои преимущества, свои недостатки и, соответственно, свою область 
применения. 
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БИБЛИОТЕКА MILPy ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ СМЕШАННОГО 
ЦЕЛОЧИСЛЕННОГО ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

FOR SOLVING PROBLEMS OF MIXED INTEGER LINEAR 
PROGRAMMING 
 

Аннотация. Представлено программное обеспечение для решения 
оптимизационных задач с линейными целевыми функциями и 
ограничениями в условиях использования целочисленных переменных. 
Программное обеспечение разработано в форме библиотеки, допускающей 
вызов из системы программирования Python 3.9 и выше. Формат входных 
данных текстовый поток MPS (Mathematical Programming System). 

Abstract. The software for solving optimization problems with linear 
objective functions and constraints under conditions of using integer variables is 
presented. The software is developed in the form of a library that allows calling 
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from the Python 3.9 programming system and higher. The input data format is the 
MPS (Mathematical Programming System) text stream. 

Ключевые слова: программное обеспечение, смешанное 
целочисленное линейное программирование, решатель, задача линейного 
программирования. 

Keywords: software, mixed integer linear programming, solver, linear 
programming problem. 
 

Введение 
Задачи смешанного-целочисленного линейного программирования 

(MILP) имеют приоритетное направление в области математической 
оптимизации. Возможность их использования на практике для широкого 
круга задач, в области транспорта, торговли, производства, менеджмента и 
многих других повышает их актуальность [1,2]. Данный тип задач относится 
к классу NP-сложных задач предназначен для минимизации линейной 
целевой функции с линейными ограничениями [3].  

Основная часть 
Авторами была разработана новая библиотека MILPy, 

предназначенная для решения задач смешенного-целочисленного линейного 
программирования на языке Python. Она написана в объектно-
ориентированном стиле и позволяет задавать в удобном виде ограничения и 
целевую функцию для типовых задач. При разработке MILPy 
использовались библиотеки NumPy, SciPy, pysmps, itertools, copy, operator и 
multiprocessing. Основным элементом модуля MILPy является класс 
LPSolver, в котором хранятся данные задачи линейного программирования. 

Помимо стандартного конструктора имеются три конструктора, 
преобразующие некоторые типы задач (TSP, JSSP и RCPSP) в задачи 
линейного программирования, и конструктор, считывающий задачу из MPS 
файла. Ниже подробнее расписаны сами конструкторы и их параметры: 

 from_mps - конструктор, считывающий файл MPS, и 
возвращающий объект класса LPSolver; 

 from_rcpsp – конструктор, преобразующий задачу составления 
расписания проектов с ограничениями на ресурсы (Resource-Constrained 
Project Scheduling Problem - RCPSP) в задачах линейного программирования 
(ЗЛП); 

 from_jssp – конструктор, преобразующий задачу составления 
расписаний рабочего цеха (Job Shop Scheduling Problem - JSSP) в ЗЛП; 

 from_tsp – конструктор, преобразующий задачу коммивояжёра 
(Traveling Salesman Problem - TSP) в ЗЛП. На вход подаются либо матрица 
расстояний между пунктами ܥ ൌ ሺܿ௜௝ሻ, либо диагональная матрица 
расстояний ܦ. Обе имеют размерность ݊ ൈ ݊, где ݊ – количество пунктов. 
Помимо класса LPSolver в модуле присутствует вспомогательный класс 
BNBNode, в котором хранится информация о подзадаче.  

На выбор в решателе предоставляются обёртка решателя HIGHS (High 
Perfomance Optimization Software), использующий метод ветвей и сечений [4] 
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и собственная реализация метода ветвей и границ. Ниже приведен алгоритм, 
который был реализован. 

 

Алгоритм Ветвей и границ 
Вход: Оптимизационная задача ܴ 
Выход: Оптимальное решение ݔ∗ и значение функции ܿ∗, или отсутствие 
таковых, если нет решения 
1. Инициализировать список подзадач ࣦ ≔ ሼܴሽ и верхнюю границу 
ܿ̂: ൌ ∞. 
2. Если ࣦ ൌ 0, вернуть ݔ∗ ൌ ∗ܿ ො иݔ ൌ ܿ̂. 
3. Выбрать подзадачу ܳ ∈ ࣦ и удалить ܳ из ࣦ. 
4. Решить релаксацию ܳ௥௘௟௔௫ подпроблемы ܳ. Если ܳ௥௘௟௔௫ пустая, то 
нижняя граница ܿ̌: ൌ ∞. Иначе ුݔ будет оптимальным решением ܳ௥௘௟௔௫, а 
ܿ̌ его целевым значением. 
5. Если ܿ̌ ൒ ܿ̂, то перейти к шагу 2. 
6. Если ුݔ удовлетворяет условию интегральности для ܴ, то ݔො:ൌ  ,ݔු
ܿ̂: ൌ ܿ̌ и перейти к шагу 2. 
7. Разбить ܳ на подзадачи ܳ ൌ ܳଵ ∪ …∪ ܳ௞, положить ࣦ ≔ ࣦ ∪
ሼܳଵ ∪ …∪ ܳ௞ሽ и перейти к шагу 2. 

 

Для решения релаксированной задачи используется двойственный 
модифицированный симплекс метод DRSM (Dual Revised Simplex Method) [5]. 
В процессе решения ЗЛП методом ветвей границ используются следующие 
вспомогательные методы, принадлежащие классу LPSolver 

Установка библиотеки выполняется стандартными методами pip: 
pip install git+https://github.com/jmaerte/pysmps.git 
pip install -i https://test.pypi.org/simple/ milpy==1.0.8 

Выходные данные – это вектор значений оптимизационных 
переменных, значение целевой функции и диагностические сообщения об 
ошибках, времени решения задачи и этапов решения. Результаты будут 
представлены атрибутами соответствующих объектов. 

Заключение 
Разработана новая библиотека MILPy, предназначенная для решения 

задач смешенного целочисленного линейного программирования на языке 
Python. Она написана в объектно-ориентированном стиле и позволяет 
задавать в удобном виде ограничения и целевую функцию для типовых задач. 
Новый MILPy-решатель позволил решать СЦЛП задачи используя 
высокоуровневый интерфейс для загрузки данных в формате mps, а также 
отдельные виды специальных типовых задач: задача коммивояжера (TSP); 
задача составления плана работ с мощностными ресурсами (Resource 
Constrained Project Scheduling - RCPSP); задачи планирования 
последовательности выполнения работ множеством машин (Job Shop 
Scheduling Problem - JSSP). 
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Наиболее целесообразно добавить в библиотеку MILPy широкую палитру 
разнообразных решателей и для каждой задачи необходимо подбирать метод 
и настраивать гиперпараметры.  
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СИНХРОНИЗАЦИЯ КОЛЕБАНИЙ ТРЕХ МИГРАЦИОННО 
СВЯЗАННЫХ ПОПУЛЯЦИЙ 

SYNCHRONIZATION OF OSCILLATIONS OF THREE 
MIGRATIONALLY RELATED POPULATIONS  

 
Аннотация. Работа посвещена изучению синхронизации колебаний в 

системе трех миграционно связанных популяций в кольцо. Модель 
динамики представляет собой  систему трех идентичных логистических 
отображений, которые диссипативно связаны между собой. Пользуясь 
качественными методами исследования динамических систем, построен 
полный фазовый портрет модели. Показано, что в фазовом пространстве 
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существует несколько периодических точек, соответствующие синхронным 
и несинхронным циклам. 

Abstract. The work is devoted to the study of the synchronization of 
oscillations in a system of three migratoryly connected populations in a ring. The 
dynamics model is a system of three identical logistic mappings that are 
dissipatively interconnected. Using qualitative methods of studying dynamic 
systems, a complete phase portrait of the model was constructed. It is shown that 
there are several periodic points in the phase space, corresponding to synchronous 
and asynchronous cycles. 

Ключевые слова: популяция, миграция, циклы, синхронизация, 
фазовый портрет, бифуркация. 

Keywords: population, migration, cycles, synchronization, phase portrait, 
bifurcation. 

 
Введение 
При исследовании системы миграционно связанных популяций 

пристальное внимание уделяется изучению особенностей полной и фазовой 
синхронизации динамики численности между разными местообитаниями 
(участками). Так несколько слабо связанных популяций одного вида, 
имеющих синхронную или синфазную динамику, могут быть приняты за 
одну большую популяцию (кластер), а несинхронные им – как популяции 
меньшего размера. Вместе с тем незначительное изменение силы связи 
может привести к возникновению противофазных колебаний численностей 
локальных популяций или частичной синхронизации. 

Целью данной работы является исследование особенностей динамики 
и условий возникновения фазовой синхронизации циклов разных периодов 
(длин) в зависимости от параметров роста и силы связи в системе из трех 
миграционно связанных популяций 

Задачи 
1. Аналитическое и численное исследование соответствующей модели 

с дискретным временем (три диссипативно связанных отображения) 
2. Исследование условий устойчивости неподвижных и периодических 

точек (2- и 3-цикл) 
3. Поиск условий синхронизации 2- и 3-цикла на смежных участках 
4. Построение бифуркационных диаграмм и фазовых портретов 
 
Рассматривается уравнения динамики численности трех миграционно 

связанных популяций:  
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где xn, yn и zn – численности в n-й сезон размножения, m – коэффициент 
миграции (0≤m≤0.5), равный доле от численности каждой популяции после 
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размножения, которые пополняют два связанных с ней участка. Функция f(x) 
описывает локальный рост популяции со следующими свойствами: f(0)=a и 
df/dx<0, где a – максимальная скорость роста популяции. Такой вид функции 
позволяет описать плотностную регуляцию численности: максимальный 
рост наблюдается при низкой численности, когда внутривидовая 
конкуренция за ресурсы минимальна, а с ростом численности конкуренция 
усиливается и рост замедляется.  

Рассмотрим функцию f в виде дискретного аналога модели 
Ферхюльста, т.е. f(xn)=axn(1–xn/K), где K – экологическая ниша популяции. 
Путем несложной замены переменных Kxn→xn, Kyn→yn, Kzn→zn от уравнений 
(1) можно перейти к модели с относительными численностями: 
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Система (2) имеет тривиальную 0000  zyx  и нетривиальную 
  haazyx  1111  неподвижные точки. Очевидно, что условия их 

устойчивости аналогичны условиями одномерного уравнения xn+1=axn(1–
xn/K): тривиальная точка устойчива при 0<a<1, нетривиальная при 1<a<3. 
Потеря устойчивости ненулевой точки происходит согласно каскаду 
удвоения периода, в результате которого при 3<a≤4 динамика 
демонстрирует пилообразные колебания численности (циклы), 
подчиняющиеся универсальности Фейгенбаума. 

В данной системе колебания численностей (циклы) демонстрируют 
фазовую мультистабильность. В этом случае в зависимости от начальных 
численностей формируются либо синхронные циклы, либо режимы, 
отличающиеся степенью фазовой синхронизации на смежных участках. 

Показано, что 2-цикл помимо полностью синхронного варианта 
динамики трех популяций может иметь три варианта с двумя синхронными 
(синфазными) и одной несинхронной (несинфазной) им популяцией. В то 
время для циклов больших длин, в том числе 3-цикла, динамика трех 
популяций может иметь сдвиг фазы колебаний (быть несинхронной). На 
примере 2- и 3-цикла показано, что при вариации скорости роста и 
коэффициента миграции происходит переход от состояния, когда возможна 
только синхронная динамика, к состоянию с двумя, а далее тремя 
несинхронными популяциями. В случае 2-цикла крайний вариант возможен 
только как часть переходной динамики. 

Исследовано устройство фазового пространства в случае 2-цикла. 
Обнаружено, что каждая периодическая точка, соответствующая разным 
вариантам фазовой синхронизации, окружена набором седловых точек, 
которые задают бассейны притяжения разных вариантов совместной 
динамики. Можно предположить, что характер бифуркаций, приводящих к 
появлению этих точек, и, соответственно, сценарий усложнения динамики 
значительно отличаются от системы двух связанных популяций. Отметим, 
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что несинхронная (несинфазная) динамика, наблюдаемая для трех 
популяций на основе 3-цикла, по всей видимости, возможна для трех и более 
популяций. Такой режим примечателен тем, что его можно представить как 
сдвиг одного и тоже пика численности при движении особей по кругу. 
Примечательно, что это происходит в системе симметрично связанных 
популяций. Поэтому его исследование, например, методом фазовых 
портретов, предложенным в статье, имеет довольно заманчивые 
перспективы. 

Заключение 
1. Колебания численностей (циклы) демонстрируют фазовую 

мультистабильность. В зависимости от начальных численностей 
формируются либо синхронные циклы, либо режимы, отличающиеся 
степенью фазовой синхронизации на смежных участках 

2. Показано, что 2-цикл помимо полностью синхронного варианта 
динамики трех популяций может иметь три варианта с двумя синхронными 
(синфазными) и одной несинхронной (несинфазной) им популяцией 

3. Исследовано устройство фазового пространства в случае 2-цикла. 
Обнаружено, что каждая периодическая точка, соответствующая разным 
вариантам фазовой синхронизации, окружена набором седловых точек,  
а порождаемые ими сеператрисные поверхности (неустойчивые 
многообразия) задают бассейны притяжения разных вариантов совместной 
динамики 

Работа выполнена в рамках государственного задания Института 
комплексного анализа региональных проблем ДВО РАН. 
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О ДИНАМИКЕ МОДЕЛИ СО СВОБОДНОЙ ГРАНИЦЕЙ ИНФЕКЦИИ 
С ИММУННЫМ ОТВЕТОМ 

ON THE DYNAMICS OF A FREE BOUNDARY INFECTION MODEL 
WITH AN IMMUNE RESPONSE 

 

Аннотация. Предложена модель вирусной инфекции с 
самопролиферацией цитотоксических Т-лимфоцитов (ЦТЛ) с нелинейной 
скоростью заражения и свободными границами, изучена ее глобальная 
динамика. Доказано существование, единственность и равномерные оценки 
глобального решения, а также поведение компонентов решения и 
неизвестной границы на больших интервалах времени. С помощью базового 
репродуктивного числа ܴ଴ определены достаточные условия для 
распространения или исчезновения вируса. 

Abstract. A model of viral infection with self-proliferation of cytotoxic T-
lymphocytes (CTLs) with a nonlinear infection rate and free boundaries is 
proposed, and its global dynamics are studied. The existence, uniqueness and 
uniform estimates of the global solution are proved, as well as the behavior of the 
components of the solution and the unknown boundary over large time intervals. 
With the help of the basic reproductive number ܴ଴ sufficient conditions are 
created for the spread or disappearance of the virus. 

Ключевые слова: модель инфекции, свободные границы,  априорные 
оценки, долговременное поведение. 

Keywords: infection model, free boundaries, a priori estimates, long time 
behavior.  

 
Введение 
Обычно считается, что вирус распространяется через восприимчивые 

клетки посредством процесса кровообращения. Вирусы прикрепляются, 
проникают и затем заражают клетки-мишени; инфицированные клетки могут 
выделять новые вирусные частицы в результате репликации вируса, и эти 
новые вирусы дополнительно заражают другие неинфицированные клетки. 

С развитием биомедицинских исследований математические модели 
также играют все более важную роль в предоставлении информации о 
вирусной инфекции и динамике, а также о том, как можно уменьшить или 
даже искоренить инфекцию. Например Новак и др. [1] впервые предложили 
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следующую четырехмерную систему с популяцией цитотоксических Т-
лимфоцитов (ЦТЛ), основанную на базовой модели: 

    

ᇱݔ ൌ ݏ െ ݒݔߚ െ ݀ଵݔ,
ᇱݕ ൌ ݒݔߚ െ ݀ଶݕ െ ,ݖݕ݌

ᇱݒ ൌ ݕ݇ െ ,ݓݍ
ᇱݖ ൌ ݖݕܿ െ ݀ଷݖ.

    (1) 

Здесь ݔሺݐሻ, ,ሻݐሺݕ  ሻ представляют собой неинфицированныеݐሺݖ ሻ иݐሺݒ
клетки-мишени, инфицированные клетки, свободный вирус и (ЦТЛ), 
соответственно. Неинфицированные клетки производятся с постоянной 
скоростью ݏ, умирают со скоростью ݀ଵݔ и заражаются со скоростью ݒݔߚ. 
Инфицированные клетки производятся со скоростью βxv и умирают со 
скоростью ݀ଶݕ. Свободные вирусы производятся из инфицированных клеток со 
скоростью ݇ݕ и умирают со скоростью ݒݑ (ЦТЛ)  производятся со скоростью 
 .ݖпутем стимуляции инфицированных клеток и умирают со скоростью ݀ଷ ݖݕܿ
Инфицированные клетки устраняются (ЦТЛ) со скоростью ݖݕ݌. После этого на 
основе базовых моделей было проведено много исследований для анализа 
динамики различных вирусных инфекций внутри хозяина. 

Недавние исследования механизма продукции иммунных клеток 
показали, что в дополнение к стимуляции инфицированных клеток нельзя 
пренебрегать их самопролиферацией [2]. Таким образом, для понимания 
эффекта самораспространения на основе системы (1) и результатов работы  
[2] , авторы [3] предлагают следующую новую модель вирусной инфекции: 

    

ᇱݔ ൌ ݏ െ ݒݔߚ െ ݀ଵݔ,
ᇱݕ ൌ ݒݔߚ െ ݀ଶݕ െ ,ݖݕ݌

ᇱݒ ൌ ݕ݇ െ ,ݒݑ

ᇱݖ ൌ ݖݕܿ ൅
௥௭

ଵି௭/௠
െ ݀ଷݖ.

    (2) 

Здесь логистический член распространения 
௥௭

ଵି௭/௠
 описывает 

самораспространение (ЦТЛ), в котором параметр ݎ обозначает скорость 
самораспространения на душу населения, а ݉ обозначает размер популяции 
(ЦТЛ). 

Математическая модель со свободной границей 
В последнее время задачи со свободной границей стала широко 

использоваться для описания медико-биологических и экологических 
процессов [4-6]. Для описания процесса постепенного расширения и 
изменения рассматриваемой области была введена свободная граница, 
которая представляет собой фронт распространения основного компонента 
модели. 

Нам кажется, что введение задач со свободной границей в теорию 
нелинейных диссипативных структур вполне приемлемо и даже естественно. 
Такие модели более адекватно описывают естественные процессы. 
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Попробуем обобщить полученные выше результаты и предложить 
модель со следующими модификациями на основе системы (2): 
 – (i) Система рассматривается в ограниченных областях ܳ ൌ
ሼሺݐ, :ሻݔ ݐ ൐ 0,െ݈ ൏ ݔ ൏ ݈ሽ, ܦ ൌ ሼሺݐ, :ሻݔ ݐ ൐ 0, ݃ሺݐሻ ൏ ݔ ൏ ݄ሺݐሻሽ; 
 – (ii) Мы предполагаем, что основное пространственное 
распространение происходит за счет перемещения (диффузии и адвекции) 
вирусов in vivo, тогда как инфицированные клетки неподвижны; 
 – (iii) Поскольку ЦТЛ производятся со скоростью ܿݖݕ за счет 
стимуляции инфицированных клеток, а заражение клеток вызывается 
вирусами, их область распространения одинакова 

 

௧ݑ ൌ ሺ݀ଵሺݑሻݔݑሻ௫ ൅ ܾଵݑ௫ ൅ ߠ െ ݑܽ െ ሺ1/ݓݑܾ ൅ ,ሻݓ ሺݐ, ሻݔ ∈ ܳ,
௧ݒ ൌ ሺ1/ݓݑܾ ൅ ሻݓ െ ݒܿ െ ,ݖݒ݌ ሺݐ, ሻݔ ∈ ,ܦ

௧ݓ ൌ ሺ݀ଷሺݓሻݓ௫ሻ௫ ൅ ܾଷݓ௫ ൅ ሺ1/ݒ݇ ൅ ሻݓ െ ,ݓݍ ሺݐ, ሻݔ ∈ ,ܦ
௧ݖ ൌ ሺ݀ସሺݖሻݖ௫ሻ௫ ൅ ܾସݖ௫ ൅ ݖݕܿ ൅ ሺ1/ݖݎ െ ሻ݉/ݖ െ ,ݖ݀ ሺݐ, ሻݔ ∈ ,ܦ
,ݐሺݒ ሻݔ ൌ ,ݐሺݓ ሻݔ ൌ ,ݐሺݖ ሻݔ ൌ 0, ݐ ൐ 0, ݔ ∉ ሺ݃ሺݐሻ ൏ ݔ ൏ ݄ሺݐሻሻ,

,ݐ௫ሺݑ െ݈ሻ ൌ ,ݐ௫ሺݑ ݈ሻ ൌ 0, ݐ ൐ 0,
,ሺ0ݑ ሻݔ ൌ ,ሻݔ଴ሺݑ െ݈ ⩽ ݔ ⩽ ݈,

,ሺ0ݒ ሻݔ ൌ ,ሻݔ଴ሺݒ ,ሺ0ݓ ሻݔ ൌ ,ሻݔ଴ሺݓ ,ሺ0ݖ ሻݔ ൌ ,ሻݔ଴ሺݖ
െ݄଴ ⩽ ݔ ⩽ ݄଴ ൌ ݄ሺ0ሻ ൌ െ݃ሺ0ሻ ൏ ݈,

݃ᇱሺݐሻ ൌ െݔݓߤሺݐ, ݃ሺݐሻሻ, ݄ᇱሺݐሻ ൌ െݓߚ௫ሺݐ, ݄ሺݐሻሻ, ݐ ൐ 0

 (3) 

где ݑሺݐ, ,ሻݔ ,ݐሺݒ ,ሻݔ ,ݐሺݓ ,ݐሺݖ ሻ иݔ  ሻ представляют популяцииݔ
неинфицированных клеток, инфицированных клеток, вирусов и ЦТЛ 
соответственно; ݔ ൌ ݃ሺݐሻ и ݔ ൌ ݄ሺݐሻ — подвижные границы, которые 
должны быть определены вместе с ݑሺݐ, ,ሻݔ ,ݐሺݒ ,ሻݔ ,ݐሺݓ ,ݐሺݖ ሻ иݔ ,ߠ ;ሻݔ ܽ, ܾ, ܿ, 
݇, ,ݍ ,ߤ  .и ݄଴ — положительные константы ߚ

Целью статьи является исследование некоторых свойств решения и 
установление глобальной разрешимости задачи (3). Предложен метод 
установления априорных оценок типа Шаудера для нового класса задач со 
свободной границей для смешанно- двухфазных уравнений. Исследованы 
поведение компонентов решения и неизвестной границы на больших 
интервалах времени. 
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ВОССТАНОВЛЕНИЕ ПОРЯДКА ДРОБНОЙ ПРОИЗВОДНОЙ  
ТИПА ГЕРАСИМОВА-КАПУТО АЛГОРИТМОМ  
ЛЕВЕНБЕРГА-МАРКВАРДТА НА ПРИМЕРЕ НЕОДНОРОДНОГО 
ДРОБНОГО УРАВНЕНИЯ 

RESTORING THE ORDER OF A FRACTIONAL DERIVATIVE  
OF THE GERASIMOV-CAPUTO TYPE  
BY THE LEVENBERG-MARQUARDT ALGORITHM  
ON THE EXAMPLE OF AN INHOMOGENEOUS FRACTIONAL 
EQUATION 
 

Аннотация. Дробно-дифференциальные модели природных процессов 
все чаще находят свое применение. Однако даже с учетом понимания 
тонкостей моделируемого процесса подбор параметров в моделях 
приходится осуществлять вручную. Что приводит к идеям об методах 
определения оптимальных параметров. Прямая задача определяется как 
задача Коши для дробного уравнения, где производная понимается в смысле 
Герасимова-Капуто с переменным показателем степени дробной 
производной. Прямая задача решается численно с помощью нелокальной 
неявной конечно-разностной схемы. Обратная задача сводится к 
минимизации целевой функции, определяющей переменный показатель 
степени дробной производной, на основе экспериментальных данных. Для 
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минимизации целевой функции используется итерационный метод 
Левенберга-Марквардта. На тестовых примерах было показано, что данный 
метод действительно может быть использован для безусловной оптимизации 
с целью определения вида целевой функции и её оптимальных значений в 
конкретных моделях. 

Abstract. Fractional differential models of natural processes are becoming 
increasingly popular. However, despite the understanding of the intricacies of the 
modeled process, selecting parameters for these models still needs to be done 
manually. This leads to the idea of finding optimal parameters using various 
methods. The direct problem can be defined as a Cauchy problem for a fractional 
equation with a variable-order Gerasimov-Caputo derivative. This problem is 
solved using a non-local implicit finite difference method. To solve the inverse 
problem, we minimize an objective function that determines the variable exponent 
in the fractional derivative based on experimental data. We use the Levenberg-
Marquardt algorithm to find the optimal value of the exponent. Using test cases, it 
was demonstrated that the method can be applied to solve the inverse problem of 
finding the optimal values for the objective function. 

Ключевые слова: обратные задачи, теория оптимизации, алгоритм 
Левенберга-Марквардта, дробные производные, Герасимов-Капуто, эффект 
памяти, неявные конечно-разностные схемы. 

Keywords: inverse problems, optimization theory, Levenberg-Marquardt 
algorithm, fractional derivatives, Gerasimov-Caputo, memory effect, implicit 
finite-difference schemes. 
 

Введение 
Дробные производные позволяют описывать эффект памяти или 

эредитарности, который можно наблюдать во многих динамических 
процессах [1]. Поэтому возникает интерес к использованию методов для 
поиска оптимальных значений параметров модели, связанных с этим 
эффектом, на основе наблюдаемых данных. Например, при описании 
геологических и геофизических процессов, которые невозможно наблюдать 
напрямую глубоко под землёй, таких как процессы, происходящие в земной 
коре [2]. В математических моделях таких процессов порядок дробной 
производной может указывать на интенсивность процесса, связанную с 
изменением характеристик среды. 

Постановка прямой и обратной задач 
Рассматривается задача Коши для неоднородного дробного уравнения 

в области Ω ൌ ሼሺݐሻ: 0 ൑ ݐ ൑ ܶሽ, как прямая задача вида: 
ଵ

௰ሺଵିఈሺ௧ሻሻ
׬

௨ሶ ሺఙሻௗఙ

ሺ௧ିఙሻഀሺ೟ሻ
ൌ 1

௧
଴ , 0 ൏ ሻݐሺߙ ൏ 1, ሺ0ሻݑ ൌ  ଴,             (1)ݑ

где, слева – дробная производная типа Герасимова-Капуто переменного 
порядка ߙሺݐሻ; ݑሺݐሻ ∈ ,ଶሾ0ܥ ܶሿ – функция решения; ߙሺݐሻ ∈ ,ଵሾ0ܥ ܶሿ; 
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ሶݑ ;ሺ∙ሻ - гамма-функция Эйлера߁ ൌ ݑ݀ ⁄ݐ݀ ; ܶ – время моделирования; ݐ – 
текущее время моделирования; ݑሺ0ሻ – константа. 

Пусть ߙሺݐሻ ∈ ८ – функция известного класса, и её вид определяется 
неким набором параметров. Тогда, согласно [3] решение обратной задачи 
сводится к поиску Ԧܺ ൌ ሾܺ଴, … , ܺ௄ିଵሿ, Ԧܺ ∈ Թ௄ ∈ Թ – неизвестных ܭ 
параметров, характеризующих ߙሺݐሻ. Пусть в равномерной сеточной области 
Ω෡ ൌ ሼሺݐ௜ ൌ ݅߬ሻ: 0 ൑ ݅ ൑ ܰሽ с шагом дискретизации ߬ ൌ ܶ ܰ⁄ , где определены 
классы сеточных функций ॼ෡ ∈ Ω෡ и ८෡ ∈ Ω෡, прямая и обратная задачи 
дискретизируются: ݑሺݐሻ ൌ ௜ሻݐሺݑ ൌ ௜ݑ ∈ ॼ෡, ߙሺݐሻ ൌ ௜ሻݐሺߙ ൌ ௜ߙ ∈ ८෡ . Тогда 
разностная обратная задача по восстановлению ߙ൫ Ԧܺ൯ может быть представлена 
в виде нелокальной неявной конечно-разностной схемы (IFDS) [4]: 

ሺ௜ሻܣ ൌ
ఛషቀഀ൫೉

ሬሬሬԦ൯ቁ

௰൬ଵିቀఈ൫௑ሬԦ൯ቁ൰
, ሺ௝ሻݓ

ሺ௜ሻ ൌ ሺ݆ ൅ 1ሻଵିቀఈ൫௑
ሬԦ൯ቁ െ ݆ଵିቀఈ൫௑

ሬԦ൯ቁ,

ሺ௜ሻܣ ∑ ሺ௝ሻݓ
ሺ௜ሻሺݑ௜ି௝ െ ௜ି௝ିଵሻݑ

௜ିଵ
௝ୀ଴ ൌ 1, ଴ݑ ൌ ,଴ߠ ௜ݑ ൌ ,௜ߠ

              (2) 

где, ݑ௜ ൌ ௜ߠ ൌ  Ԧ – вектор известных экспериментальных данных о решенииߠ
(1) в области Ω෡, размерности ܰ; ݅ – номер узла сетки Ω෡. Пусть ߱ሺ Ԧܺሻ ൌ
ሾ߱଴, … , ߱ேିଵሿ – решение разностной прямой задачи (1) при некотором 
приближении Ԧܺ , тогда в терминах теории безусловной оптимизации [5] 
решение (2) сводится к минимизации Ѱ функционала невязки: 

min௑ሬԦ∈Թ಼ Ѱ ቀߠԦ െ ߱൫ Ԧܺ൯ቁ ൌ ܯ ቀߟ൫ Ԧܺ൯ቁ , ܯ ቀߟ൫ Ԧܺ൯ቁ ൌ
ଵ

ଶ
∑ ሺߠ௜ െ ߱௜ሻଶ
ேିଵ
௜ୀ଴ ,      (3) 

Полагая что выполняется Ѱ൫ Ԧܺ൯ ∈ ܩଵሺܥ ⊂ Թ௄ሻ, где ܩ – выпуклое 
множество, задача минимизации (3) решается методом Левенберга-
Марквардта [6]. 

В качестве экспериментальных данных берутся эталонные модельные 
данные с возмущением ሾെ0.25, 0.25ሿ  в виде белого шума. Эталонные 
данные – это различные численные решения прямой задачи с известными 
видами функции ߙሺݐሻ, которые далее требуется восстановить. Результаты 
представлены на (рисунок 1). 

Заключение 
В работе применен метод математической безусловной оптимизации 

Левенберга-Марквардта для восстановления оптимальных значений и вида 
функции ߙሺݐሻ переменного порядка дробной производной типа Герасимова-
Капуто переменного порядка. На тестовых примерах показано, что для 
неоднородного дробного уравнения с оператором дифференцирования типа 
Герасимова-Капуто переменного порядка ߙሺݐሻ возможно решение обратной 
задачи на функциональный параметр ߙሺݐሻ, зависящий от нескольких 
неизвестных переменных. Результаты решения разностной обратной задачи 
хорошо согласуются с экспериментальными данными с высокими 
значениями коэффициентов подобия.  
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Рисунок 1 – Результаты решения тестовых задач при: a) ߙሺݐ௜ሻ ൌ ܺ଴ ൭݅߬ ܶൗ ൱ – 

линейно-возрастающей; b) ߙሺݐ௜ሻ ൌ ܺ଴ sinሺ ଵܺ݅߬ሻଶ – периодической; c) 

௜ሻݐሺߙ ൌ ܺ଴ ቆ
ሺܰ െ ݅ሻ߬

ܶൗ ቇ cosሺ ଵܺ݅߬ሻଶ – периодической функции с линейно-

убывающей амплитудой. 
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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ КОМПЬЮТЕРНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 
РАСПРОСТРАНЕНИЯ ОНЧ РАДИОВОЛН В ЕСТЕСТВЕННОМ 
ВОЛНОВОДЕ ЗЕМЛЯ-ИОНОСФЕРА И ОБРАТНОГО РАССЕЯНИЯ 
ОТ НЕОДНОРОДНОСТЕЙ ГРАНИЦ  

ABOUT ONE PROBLEM OF COMPUTER MODELING OF VLF RADIO 
WAVE PROPAGATION IN A NATURAL EARTH-IONOSPHERE 
WAVEGUIDE AND BACKSCATTERING FROM BOUNDARY 
INHOMOGENEITIES 
 

Аннотация. Среди различных явлений атмосферного электричества 
интерес представляют грозовые разряды, так как они могут сопровождать 
или вызывать катастрофические явления. Грозовые разряды порождают 
радиоволны с максимумом интенсивности в очень низкочастотном 
диапазоне. Радиоволны распространяются в волноводе, образованном 
поверхностью Земли и нижней границей ионосферы. Границы волновода 
могут иметь участки неоднородной проводимости, на которых будет 
происходить рассеяние этих радиоволн. В работе предлагается упрощенная 
математическая модель в первом приближении для описания возмущений 
радиоволн в полосковом волноводе над очагом подготовки землетрясения. В 
результате моделирования показано, что в участках неоднородной 
проводимости границ волновода происходит обратное рассеяние, а в 
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зависимости от типа неоднородности меняются характеристики проходящей 
радиоволны. 

Abstract. Among the various phenomena of atmospheric electricity, 
thunderstorms are of interest, since they can accompany or cause catastrophic 
phenomena. Lightning discharges generate radio waves with a maximum intensity 
in a very low frequency range. Radio waves propagate in a waveguide formed by 
the Earth's surface and the lower boundary of the ionosphere. The boundaries of 
the waveguide may have areas of inhomogeneous conductivity on which these 
radio waves will be scattered. The paper proposes a simplified mathematical 
model in the first approximation to describe the disturbances of radio waves in a 
strip waveguide above the earthquake preparation site. As a result of the 
simulation, it is shown that in the areas of inhomogeneous conductivity of the 
waveguide boundaries, backscattering of the radio wave occurs, and depending on 
the type of inhomogeneity, the characteristics of the passing radio wave change. 

Ключевые слова: электромагнитное излучение, ОНЧ, математическое 
моделирование, уравнения Максвелла, FDTD, волновод Земля-ионосфера, 
PML, PEC, неоднородная проводимость, обратное рассеяние, MATLAB. 

Keywords: electromagnetic radiation, VLF, mathematical modeling, 
Maxwell's equations, FDTD, Earth-ionosphere waveguide, PML, PEC, 
inhomogeneous conductivity, backscattering, MATLAB. 
 

Введение 
Среди различных явлений атмосферного электричества интерес 

представляют грозовые разряды, так как они могут сопровождать или 
вызывать катастрофические явления. Согласно данным сети радиодатчиков 
молний The World Wide Lightning Location Network (WWLLN), на Земле 
каждую секунду происходит до 50 разрядов молний. В большинстве 
наземных наблюдений в очень низкочастотном (ОНЧ) диапазоне 
преобладают «сферики» («атмосферики») — импульсные широкополосные 
радиосигналы грозовых разрядов. Грозовые очаги можно представлять как 
постоянно действующие источники импульсного электромагнитного (ЭМ) 
излучения, при этом основная часть энергии этого излучения находится в 
ОНЧ-диапазоне (3–30 кГц). Радиоволны распространяются не в свободном 
пространстве, а в волноводе «Земля-ионосфера» сложной структуре, 
направляющей волны в одном направлении, образованный поверхностью 
Земли и нижней границей ионизированной части атмосферы [1]. Границы 
(стенки) волновода могут иметь участки неоднородной проводимости, на 
которых будет происходить рассеяние. Зачастую в исследованиях 
рассматриваются ионосферные неоднородности. В то же время существуют 
участки неоднородной проводимости нижней границы, обусловленные 
изменением электрофизических свойств Земли [2]. Такие участки будут 
неизбежно влиять на характеристики ЭМ волн. Поэтому, исследуя 
параметры ОНЧ сфериков, можно определить наличие участка 
неоднородной проводимости нижней границы волновода. 
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Идея о том, что граничные условия на земной поверхности могут 
влиять на распространение радиоволн и давать предвестниковый эффект, 
появилась ещё во второй половине прошлого века. Тогда учёные начали 
наблюдать за изменениями амплитуды и фазы сигналов радиостанций, 
радиотрассы которых пролегают над очагами подготовки землетрясений. 
Основная сложность поиска предвестниковых эффектов в данных 
радионаблюдений — это отсутствие комплексной модели возмущений в 
волноводе Земля-Ионосфера при подготовке землетрясений.  

Целью данного исследования является построение модели 
распространения ОНЧ-радиоволны от точечного источника, приближённо 
описывающей грозовой разряд, и возмущений ЕМ поля, возникших при её 
взаимодействии с участками неоднородной проводимости волновода, 
которые могут быть связаны с очагами подготовки землетрясения. 

Упрощенная модель волновода 
ОНЧ-радиоволны являются возмущениями ЭМ поля волнового 

характера с определённой частотой. Поле характеризуется электрическими ܧሬԦ 
и магнитными ܪሬሬԦ напряженностями среды и описывается системой основных 
уравнений электромагнетизма [3] на основе уравнений Максвелла [4]. 

Схематично, волновод «Земля-ионосфера» можно представлять 
образованным объёмом нейтральной атмосферы и двумя проводящими 
объёмами, искривлёнными относительно радиуса Земли. Основное 
упрощение данной модели в том, что рассматривается плоский волновод, 
пренебрегая кривизной Земли. После чего рассматривается его двумерное 
сечение в Декартовой системе координат, ортогональное Земле, которое 
можно рассматривать как полосковый волновод). Система уравнений для 
ЭМ поля для полоскового волновода представляется двумя независимыми 
системами уравнений, из которых рассматривается ܶܧ௬ — поперечно-
электрическая к оси ݕ мода. 

 
Рисунок 1 – Схематичное представление модели как полоскового волновода: 

где, ܨ - источник энергии EM поля; ߪ∗ - участок неоднородной 
проводимости среды 

Граничные условия задаются такими, чтобы контур, ограничивающий 
полосковый волновод, являлся экранирующей границей [3] — идеальный 
проводник (PEC) [4], контур, полностью отражающий падающие ЭМ волны. 
Для моделирования стенок волновода с плавно изменяющимися 
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параметрами среды (skin-слой), воспользуемся дополнительными 
граничными условиями, а именно Perfect Matched Layer (PML) [5] — 
специальные области вдоль PEC, где проводимости меняются по степенному 
закону. Таким образом, EM поле локализуется в области, моделирующей 
атмосферу, а PML среды поглощают проходящие через них волны. Участок 
неоднородной проводимости Земли моделируется участком PML нижней 
границы волновода определённой геометрии, где проводимость 
определяется другими параметрами. Далее модельные уравнения решаются 
численно по схеме FDTD на равномерной сетке [6]. Все расчёты и 
визуализации реализуются в виде программного комплекса в пакете 
MATLAB. 

Заключение 
Представлена упрощенная математическая модель в первом 

приближении для описания возмущений радиоволн в полосковом волноводе 
над очагом подготовки землетрясения. В ходе компьютерных численных 
экспериментов на основе предложенной модели симулируется 
распространение радиоволны с частотой 10 [кГц] вдоль участков 
неоднородной проводимости различной геометрии. В результате показано, 
что в участках неоднородной проводимости границ полоскового волновода 
происходит обратное рассеяние радиоволны. Показано, что в зависимости от 
типа неоднородности меняются характеристики проходящей радиоволны. 

Дальнейшее продолжение работы состоит в уточнении модели. 
Например, перейти к постановке трехмерной задачи или рассматривать 
волновод «Земля-ионосфера» естественной, искривленной формы. Это 
позволит в будущем сопоставлять результаты моделирования обратного 
рассеяния по уточненной модели с реальными данными. 
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ПОИСК ОСНОВНОГО СОСТОЯНИЯ РЕШЕТКИ ХОПФИЛДА 

SEARCH FOR THE LOW-ENERGY STATE OF THE HOPFIELD 
LATTICE 
 

Аннотация. Спиновые стекла определяются как неупорядоченные 
системы со случайными конкурирующими взаимодействиями [1]. Спиновая 
решетка при изменении взаимодействия между спинами меняет 
энергетическое состояние. Цель- Найти низкоэнергетическое состояние 
системы изменяя направление спинов, на примере решетки из статьи [2], в 
которой реализовано искусственное спиновое стекло, которое повторяет 
аспекты нейронной сети Хопфилда [3]. Получен алгоритм вычисления 
одного из низкоэнергетических состояний, а также визуализация этого 
состояния на примере данных [2]. 
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Abstract. Spin glasses are defined as disordered systems with random 
competing interactions [1]. The paper [2] presents an implementation of an 
artificial spin glass that replicates aspects of the Hopfield neural network [3]. The 
lattice changes energy state when the interaction between spins changes. The goal 
is to find a low-energy state of the system by changing the direction of spins. We 
obtained an algorithm for calculating one of the low-energy states, as well as a 
visualisation of this state on the example data [2]. 

Ключевые слова: Математическая модель, Решетка Хопфилда, 
низкоэнергетическое состояние 

Keywords: Mathematical model, Hopfield lattice, low-energy state 
 
Введение 
Вычисление основных состояний спиновых стекол является трудной 

задачей и существует лишь несколько эффективных точных методов для 
систем небольших размеров. Поэтому важно разработать эффективные 
алгоритмы либо для экономии вычислительных усилий, либо для получения 
более качественных данных [5]. Цель работы: найти низкоэнергетическое 
состояние спинового льда на решетке Хопфилда. В статье [2] получена 
реализация искусственного спинового стекла, повторяющая аспекты 
нейронной сети Хопфилда [3]. Два популярных в настоящее время 
алгоритма— это parallel tempering (PT) Monte Carlo [6] и population annealing 
Monte Carlo (PAMC) [7]. 

Основная часть  
В статье [2] сканирующей электронной микроскопией получено 

изображение искусственной сети Хопфилда. Магнитный момент каждого 
островка может принимать только два значения в модели Изинга.  
 

 
Рисунок 1 – Спиновая решётка Хопфилда [2] 

 
Модель Эдвардса-Андерсона математически отражает сущность 

спинового стекла [4]. Основное свойство спиновых стекол - наличие 
конкуренции различных магнитных взаимодействий. Гамильтониан 
Эдвардса-Андерсона (1) в модели диполей позволяет исследовать 
особенности спиновых стекол. В нём спины рассматриваются как простые 
двоичные переменные, принимающие только значения ±1. Направление 
магнитного момента может принимать только одно из двух направлений 
(либо вверх +1, либо вниз -1) 
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ܪ ൌ െ∑ ௜,௝௜,௝ܬ ௜ܵ ௝ܵ                                           (1) 
Мы можем выделить фиксированную часть из гамильтониана, 

ответственную за взаимодействия, и найти параметр J энергии для каждой 
пары спинов по формуле (2). Учитываются пары в горизонтальном и 
вертикальном направлениях (без учета взаимодействия по диагонали). 

	ܬ ൌ 	∑ ቆ
൫௠ሬሬሬԦ೔௠ሬሬሬԦೕ൯

ห௥Ԧ೔ೕห
య 	െ 3

൫௠ሬሬሬԦ೔௥Ԧ೔ೕ൯൫௠ሬሬሬԦೕ௥Ԧ೔ೕ൯

ห௥Ԧ೔ೕห
ఱ ቇழ௜,௝வ                                     (2) 

Каждый спин может быть направлен в двух противоположных 
направлениях, т.е. может быть представлен однокомпонентным вектором, 
который принимает значения +1 или -1. Необходимо найти для локальной 
системы такое направление каждого спина, чтобы значение H (1) было 
минимальным. Рассмотрим квадратную решетку. Она может иметь 3 типа в 
зависимости от знаков J между парами (Таблица 1). 

 

 
Таблица 1 –Пример решетки 

 
Во 1 и 3 типах при подборе направлений спинов получаем сумму 

отрицательных энергий. А в 2 возникает фрустрированная пара с 
положительной энергией (1). Мы получили решетку с значениями J для всех 
пар спинов S0-S95 (Рисунок 2), где значения S0-S95- располагающиеся в 
решетке спины, а численные значения между ними – значения энергии J (2). 
Красным выделены группы 2 типа в которых фрустрированная пара. 
 

 
Рисунок 2– Значения J спиновой решетки 

 
Алгоритм: 1. При выборе направлений спинов в группах без 

фрустрированной пары (1 и 3 тип) мы соблюдаем условие отрицательной 
энергии для каждой пары. 2. При выборе в группах с фрустрированной 
парой (2 тип) выбираем фрустрированную пару с наименьшим значением J в 
группе. 3. При наличии 2-х спинов, взаимодействующих с двумя группами 2 
типа, такие группы являются соседствующими и меняют положение 
фрустрированных пар друг друга 4. При соседстве нескольких групп с 
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фрустрированной парой сумма энергии фрустрированных пар должна быть 
минимальной, что проверяется кодом перебора (до 2^20 вариантов) 
Решетка (Рисунок 3) имеет две соседние группы спинов с фрустрированной 
парой. Наименьшие значения J для пар S0-S1 и S12-S24, эти пары будут с 
положительной энергией (1) а остальные с отрицательной, что подтверждает 
перебор.  

 
Рисунок 3 Решетка S (0,1,12,13,24,25) 

 
Найти основное состояние с наличием 2ଽ଺ вариантов полным 

перебором затруднительно. Однако можно найти его, основываясь на 
полученных закономерностях (рисунок 4). 

 

 
Рисунок 4 Основное состояние решетки Хопфилда 

Заключение 
Представлен более простой в использовании и менее точный 

относительно методов Монте-Карло алгоритм поиска низкоэнергетического 
состояния для решетки Хопфилда, где не применим полный перебор. Для 
использования в дополнение имеющимся методам. 
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О НАПРЯЖЕНИЯХ В СФЕРИЧЕСКОЙ КЕРАМИЧЕСКОЙ ФОРМЕ 

ABOUT STRESSES IN SPHERICAL CERAMIC FORM 
 

Аннотация. Работа посвящена задаче температурных напряжений. В 
ней исследуется влияние предварительной прокалки керамической 
оболочковой формы и уровень погружения в опорный наполнитель на 
напряжения, возникающие в момент заливки и кристаллизации металла. 
Полагается, что металл, керамическая форма опорный наполнитель 
деформируются упруго, при этом упругие модули не зависят от 
температуры. В качестве контактных условий на границе контактирующего 
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металла с внутренней поверхностью формы принимаются равенства 
напряжений нормальных и касательных к граничной поверхности. Опорный 
наполнитель принимается не деформируемым, его контакт с материалом 
оболочковой формы полагается жестким. 

Отмечается незначительное увеличения уровня напряжений в форме за 
счет присутствия опорного наполнителя и заметное влияния на него 
предварительного ее нагрева 

Abstract. The work is devoted to the problem of temperature stresses. It 
examines the effect of pre-calcination of a ceramic shell mold and the level of 
immersion in a support filler on stresses arising at the time of casting and 
crystallization of the metal. It is assumed that the metal, ceramic mold, and 
support filler are deformed elastically, while the elastic modules do not depend on 
temperature. The contact conditions at the boundary of the contacting metal with 
the inner surface of the mold are assumed to be the equality of stresses normal and 
tangential to the boundary surface. The supporting filler is assumed to be non-
deformable, its contact with the shell-shaped material is assumed to be rigid. 

There is a slight increase in the stress level in the mold due to the presence 
of a support filler and a noticeable effect of its preheating on it 

Ключевые слова: упругость, температурные напряжения, литье по 
выплавляемым моделям, оболочковая форма. 

Keywords: elasticity, temperature stresses, die casting, shell shape. 
 

Введение 
Производство шаровых заготовок с помощью литья по выплавляемым 

моделям довольно распространено, поэтому исследования в этом 
направлении ведутся не один год. Данный технологический процесс 
непрерывно модернизируют. В ряде работ изучалось влияние геометрии 
оболочкой формы на ее напряжённо-деформированное состояние (НДС),  
толщины стенки керамики, материала отливок и материала оболочковой 
формы.  

В данной работе исследуется влияние, оказываемое со стороны 
опорного наполнителя, на напряжения, возникающие в процессе 
затвердевания металла в сферической керамической оболочковой форме. 
Для этой цели рассматривается различный уровень погружения оболочкой 
формы в опорный наполнитель. Наряду с этим изучается также влияние 
предварительного подогрева (прокалки) формы. 

Постановка задачи 
В сферическую керамическую оболочковую форму, размерами 

 sRrR  , прогретую до температуры *T C  заливают расплавленную сталь 

температурой 1550T C . Следует найти распределение напряжений в 
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течении времени кристаллизации металла. Введем сферическую систему 
координат  ,,r  и свяжем ее с центром формы, которая может быть как 

в свободном состоянии, так и помещена в опорный наполнитель частично 
или полностью (рис. 1). Примем сферу сплошной, полагая, что наличием 
воронки в материале оболочковой формы можно пренебречь.  

 

 
Рис.1 Схема задачи. 

 
Образуемый в ходе распределения температуры и охлаждения металл 

и керамическую форму считаем упругими, деформацию малой. 
Соотношение Дюамеля-Неймана описывает связь между напряжением 
упругой деформацией и температурой  

   ijijkkij eTTKe  23 0 ,   (1) 

 ,  , 
3

2
K  упругие модули, α  – коэффициент линейного 

температурного расширения. 
Полагаем, что температура не зависит от скорости деформаций, и 

распространяется благодаря закону Фурье 

 gradTdiv
t

T
с 




     (2) 

  – теплопроводность )См/(Вт  , с  – удельная теплоемкость )Скг/(Дж  ,   – 

плотность 3м/кг .  
В качестве контактных условий на границе контактирующего металла 

с внутренней поверхностью формы принимаются равенства напряжений 
нормальных и касательных к граничной поверхности. Опорный наполнитель 
принимается не деформируемым, его контакт с материалом оболочковой 
формы полагается жестким. 
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Рис. 2 Распределение напряжений на внешней поверхности формы 

погруженной на  угол  : а) 4/ ; б) 2/ , в) 43 / . Прямой обозначено 

радиальное напряжение, пунктирной   и  . 

 Зависимостью упругих модулей и теплофизических характеристик 
пренебрегаем. Дополняет систему уравнений (1, 2) уравнение равновесия 
 

.j,ij 0       (3) 

 
Обсуждение результатов 
Принятые физико-механические характеристики сред: 

для жидкого металла плотность 31087 , кг/м3, теплоемкость 900 Дж/(кг ºС), 
скрытая удельная теплота кристаллизации 270·103 Дж/кг, коэффициент 
теплопроводности 2,98 Вт/(м ºС) 
для твердого металла плотность7860кг/м3, теплоемкость 460 Дж/(кг ºС), 
коэффициент теплопроводности 29 Вт/(м ºС), коэффициент линейного 
расширения 11,0·10-6 1/ºС, параметры Ламе  λ=121,1 ГПа·10  µ=80,7 ГПа 
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для оболочковой формы плотность2000кг/м3, теплоемкость 840 Дж/(кг ºС), 
коэффициент теплопроводности 0,812 Вт/(м ºС), коэффициент линейного 
расширения 0,51·10-6 1/ºС, параметры Ламе  λ=172,6 ГПа·10  µ=259,0 Гпа. 

На рис. 2 приведены напряжения на внешней поверхности 
керамической оболочки для разных случаев погружения в опонный 
наполнитель, угол   принимался равным 4/ , 2/  и 43 / . Опорный 
наполнитель создает сжимающие напряжения на внешней поверхности 
формы, при этом контактное напряжение на внутренней поверхности не 
возрастает.  

На рис. 3 продемонстрирована зависимость максимального 
напряжения в керамической форме от температуры прокаливания в первый 
временной интервал. Чем выше температура прокаливания, тем меньше 
максимальные напряжения зарождаются в керамической форме при 
кристаллизации отливки. 

 

 
 

Рис. 3. Зависимость максимального напряжения в керамической форме  
от температуры прокаливания.  

Заключение 
В первые секунды заливки металла в сферическую керамическую 

форму опорный наполнитель оказывает негативное влияние на образование 
отрицательных напряжений на внешней поверхности оболочки. Степень 
погружения в опорный наполнитель не увеличивает напряжения на 
свободной внешней поверхности формы. Чем выше температура прокалки, 
тем меньше напряжения и вероятность растрескивания формы. 
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АНАЛИЗ КОЛЕБАНИЙ ИЗОГНУТОГО ТРУБОПРОВОДА  
В ЗАВИСИМОСТИ ОТ КРИВИЗНЫ ОСИ: ЧИСЛЕННОЕ 
ИССЛЕДОВАНИЕ 

ANALYSIS OF CURVED PIPELINE VIBRATIONS DEPENDING  
ON THE CURVATURE OF THE AXIS: NUMERICAL STUDY 
 

Аннотация. Проведен асимптотический и численный анализ 
математической модели, описывающей колебания стенки металлической 
изогнутой трубы при наличии пульсирующего потока жидкости. 
Построенная математическая модель основана на теории упругих оболочек 
В.З. Власова, что позволяет исследовать дополнительные параметры 
колебаний по сравнению со стержневыми моделями. Разработан алгоритм 
преобразования математической модели к упрощенной постановке начально-
краевой задачи. Проведено исследование, подтверждающее высокую точ-
ность и адекватность предложенных моделей и методов исследования. 

Abstract. An asymptotic and numerical analysis of a mathematical model 
describing the vibrations of the wall of a metal curved pipe in the presence of 
pulsating fluid flow was conducted. The developed mathematical model is based 
on V.Z. Vlasov's theory of elastic shells, enabling the study of additional vibration 
parameters in comparison to rod models. An algorithm was devised to transform 
the mathematical model into a simplified formulation of the initial boundary value 
problem. A study was performed to validate the high accuracy and adequacy of 
the proposed models and research methods. 

Ключевые слова: изогнутый трубопровод, гидроупругие колебания, 
математическая модель, численный анализ, верификация. 

Keywords: curved pipeline, hydroelastic vibrations, mathematical model, 
numerical analysis, verification. 

 
Введение 
Здесь анализируется математическая модель колебаний изогнутого 

подводного трубопровода [1], основанная на теории оболочек В.З. Власова 
[2]. Дополнительно, в работах [3, 4] предложены математические модели 
НДС изогнутого трубопровода в различных теориях оболочек. 

Современные методы решения задач с изломом в области 
разрабатываются в работе [5]. Для применения этих методов к исследованию 
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распространения колебаний в трубах с сильным изгибом, необходимо 
ослабить требования на кривизну профиля в [1]. Данная работа посвящена 
условиям этого обобщения задачи. 

В статьях [1, 6] представлен алгоритм редукции уравнений модели до 
начально-краевой задачи меньшей размерности, чем исходные уравнения. В 
работе [6] проведено исследование уравнений колебаний трубы с потоком 
жидкости в нулевом приближении, где также подробно описана геометрия 
физической системы.  

Исследуется модель трубопровода, изогнутого вдоль плоской кривой с 
известной кривизной  0 s , где число  

 0 0maxR       (1) 

играет решающую роль в характеристиках модели. 0R  – радиус трубы. 
Основная часть 
Уравнения математической модели, полученные в рамках теории 

технических оболочек, доступны в открытом доступе в источнике [7]. 
Алгоритм редукции уравнений модели, применимый при 1  , разработан и 
описан в работах [1, 6, 7]. В указанных исследованиях вводятся 
криволинейные координаты  s R , система отсчета в декартовых 

координатах  xyz , а также обозначения для параметров скорости, давления 

в жидкости и деформаций стенки трубы. Эти обозначения рассмотрены в 
указанных источниках и не требуют переопределения. 

В условиях гидравлического удара уравнения колебаний в безраз-
мерных компонентах выражаются следующим образом: 
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Здесь обозначено: 's s fv v c , ' fv v c  , 'r r fv v c  – безразмерные 

скорости жидкости; s   , 0r R R , t    – безразмерные координаты 

и время; 0'w w R  – радиальное перемещение стенки трубы; 

   0

0max
f

    – функция кривизны; 0 1R   ,   – характерная 

длина волны, fc  – скорость звука в жидкости. 

Для устранения размерностей вдоль угловой и радиальной координат в 
уравнениях (2) следует применить преобразования [1, 6]: 
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0 1 2' sin cos ...      v v v v ; 0 1 2' sin cos ...p p p p        (3) 
Анализ результатов численного решения полученных уравнений 

представлен в источнике [7]. В методе редукции первого приближения 
необходимо провести уточнение, если параметр   находится в диапазоне 
значений 0.25-0.5. Пусть выполнено соотношение 

 
2

1 12
  . (4) 

Из (2)–(4) получим: 
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Далее в приближении 0 0v   и с учетом (4) получим уравнения: 
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Здесь обозначено: 2
0 0sI v a p   , 2

0 0sI v a p    – инварианты Римана. 
Таким образом, математическая модель распространения колебаний в 

слабоизогнутом трубопроводе, изначально построенная и исследованная в 
работах [6, 7], дополнена уравнениями (5) для учета сильного изгиба. 

В работе [8] проведено исследование распространения колебаний в 
трубе с изгибом. Ниже представлено сравнение численных результатов, 
полученных по модифицированным уравнениям (5) математической модели, 
предложенной в работах [6, 7], с результатами из работы [8] в целях 
верификации модели. 

Данные физической системы: два прямолинейных участка металли-
ческой цилиндрической трубы длиной 1 12.27L  м, 2 35.71L  м, 1.27h  мм, 

радиусом 0 13R  мм, модулем упругости 117E  ГПа, заполнены жидкостью 

плотностью 3
0 998 кг мf   . Участки трубы соединены под прямым углом 

стандартными фитингами с радиусом изгиба 0 20.6   мм. Начальная 

скорость потока жидкости 0 1.1fv   м/с. При данных условиях 0.6  . В 

эксперименте [8] поток жидкости был отсечен от насоса с использованием 
быстродействующего клапана, и производилось измерение давления возле 
клапана. Метод численного решения проблемы с использованием 
разностного подхода описан в работе [7]. 

Экспериментальные значения давления из [8] были оцифрованы с 
помощью программы Plot Digitizer. Проведен численный анализ с исполь-
зованием нашей модели, и полученное приближенное решение оказалось 
близким к экспериментальным данным. 
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Был проведён статистический анализ сходства результатов. Матема-
тическое ожидание относительного отклонения расчетного давления от его 
экспериментального значения из [8] было рассчитано на основе данных в 
330 временных точках и составило 0.152MP  . Среднеквадратичное откло-
нение относительного отклонения оказалось равным 0.077p  . 

Заключение 
Представлена обобщенная математическая модель для анализа 

распространения колебаний в изогнутых трубах. Модель применима для 
сильного изгиба трубы. Результаты вычислительных экспериментов 
подтвердили точность математической модели и метода ее анализа. 

 
СПИСОК ИСТОЧНИКОВ 
1. Рукавишников, В. А. Численное и асимптотическое решение 

уравнений распространения гидроупругих колебаний в изогнутом 
трубопроводе / В. А. Рукавишников, О. П. Ткаченко // Прикладная механика 
и техническая физика. – 2000. – Т. 41, № 6(244). – С. 161-169. – EDN 
ONTIPZ. 

2. Власов, В. З. Избранные труды. Т.1. Общая теория оболочек и ее 
приложения в технике / В. З. Власов. – Москва: Академия наук СССР, 1962. 
– 528 с. 

3. Rukavishnikov, V. A. Approximate resolving equations of mathematical 
model of a curved thin-walled cylinder / V. A. Rukavishnikov, O. P. Tkachenko // 
Applied Mathematics and Computation. – 2022. – Vol. 422. – P. 126961. – DOI 
10.1016/j.amc.2022.126961. – EDN GNFBND. 

4. Rukavishnikov, V. A. Dynamics of a fluid-filled curvilinear pipeline / V. 
A. Rukavishnikov, O. P. Tkachenko // Applied Mathematics and Mechanics. – 
2018. – Vol. 39, No. 6. – P. 905-922. – DOI 10.1007/s10483-018-2338-9. – EDN 
YBFDOP. 

5. Rukavishnikov, V. A. Weighted finite element method and body of 
optimal parameters for elasticity problem with singularity / V. A. Rukavishnikov, 
E. I. Rukavishnikova // Computers & Mathematics with Applications. – 2023. – 
Vol. 151. – P. 408-417. – DOI 10.1016/j.camwa.2023.10.021. – EDN LHJMNL. 

6. Tkachenko, O. P. Asymptotic analysis of the equations of hydroelastic 
oscillations in thin-walled elastic pipeline / O. P. Tkachenko, A. S. Ryabokon // 
Materials Physics and Mechanics. – 2021. – Vol. 47, No. 5. – P. 747-766. – DOI 
10.18149/MPM.4752021_9. – EDN ZNPPNS. 

7. Рукавишников, В. А. Численный анализ математической модели 
гидроупругих колебаний в изогнутом трубопроводе / В. А. Рукавишников, О. 
П. Ткаченко // Математическое моделирование. – 2011. – Т. 23, № 1. – С. 51-
64. – EDN RXPLSZ. 

8. Wiggert, D. C. The Effect of Elbow Restraint of Pressure Transients / D. 
C. Wiggert, R. S. Otwell, F. J. Hatfield // Journal of Fluids Engineering. – 1985. – 
V. 107. – P. 402-406. 

 



360 

УДК 539.3 
Устинов Константин Борисович, доктор физико-математических наук, 
доцент, ведущий научный сотрудник лаборатории «Геомеханика», Институт 
проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН  
Ustinov Konstantin Borisovich, Doctor of Physical and Mathematical Sciences, 
Ass. Professor, Leading Researcher, Laboratory of Geomechanics, Ishlinsky 
Institute for Problems in Mechanics of the Russian Academy of Sciences 
Гандилян Давид Ваганович, аспирант, младший научный сотрудник 
лаборатории «Механика технологических процессов», Институт проблем 
механики им. А.Ю. Ишлинского РАН  
Gandilyan David Vaganovich, graduate student, junior research, Laboratory of 
Mechanics of Technological Processes, Ishlinsky Institute for Problems in 
Mechanics of the Russian Academy of Sciences  
 
О ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ В ЗАДАЧАХ О ДЕФОРМИРОВАНИИ 
ТОНКИХ ПЛАСТИН 

ON BOUNDARY CONDITIONS IN PROBLEMS RELATED  
TO DEFORMATION OF THIN PLATES  
 

Аннотация. Рассмотрена задача деформировании круговой пластины 
сцепленной по краю с основанием под действием постоянной поперечной 
нагрузки. Условие сопряжения с основанием учитывается с помощью 
граничных условий типа обобщенной упругой заделки. Целью работы 
является исследование влияния нежесткости заделки на параметры упругого 
отклика пластины. В качестве основных уравнений используются уравнения 
Фепля фон Кармана. Получено полуаналитическое решение задачи с 
помощью разложения основных переменных в степенные ряды, а также 
численное решение, основанное на выборе граничных условий в нуле с 
последующим их уточнением.  Численные результаты получены для 
круговой пластины из алюминия на кремниевой подложке. 

Abstract. The problem of deformation of a circular plate connected along 
the edge to the base under the action of a constant transverse load is considered. 
The condition of mating with the base is taken into account using boundary 
conditions of the type of generalized elastic clamping. 

The aim of the work is to estimate influence of clamping compliance. The 
Föppl-von Karman equations are used as the basic set.  

A semi-analytical solution to the problem was obtained using the expansion 
of the main variables into power series, and a numerical solution based on the 
choice of boundary conditions at zero with their subsequent refinement. 

Numerical results were obtained for a circular aluminum wafer on a silicon 
substrate. 

Ключевые слова: подложка, пластина, матрица жесткости, уравнения 
Фепля-фон Кармана, граничные условия типа обобщенной упругой заделки  
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Введение 
Расчет элементов тонких конструкций на упругом основании имеет 

большое значение во многих областях. В частности, при разработке 
микроэлектромеханических систем (МЭМС), в процессе фотолитографии, 
где на круглую подложку из кремния наносят тонкий слой (покрытие) 
фоторезистора [1-2]. Поэтому возникает необходимость в исследовании 
физико-механических параметров покрытия данной конструкции, 
представляющая собой тонкую круговую пластину, с учетом влияния 
подложки. 

Рассмотрена задача о деформировании круговой пластины сцепленной 
с основанием под действием постоянной поперечной нагрузки. Целью 
работы является расчет параметров деформирования круговой пластины с 
учетом влияния подложки. Для решения задачи использовалась модель 
Фепля фон Кармана в рамках нелинейной теории упругости, а в качестве 
граничных условий используются граничные условия типа обобщенной 
упругой заделки, которое учитывает свойства подложки [3-5].  

Постановка задачи 
Рассматриваемая область представляет собой в исходном состоянии 

круговую пластину радиуса ܴ и толщиной ݄. Для решения задачи 
используем цилиндрическую систему координат (рисунок 1). При отслоении 
на пластину действует поперечная нагрузка с постоянной интенсивностью ݍ.  

 
Рисунок 1 – Исходная конфигурация  

 
В качестве модели используем модель Фепля-фон Кармана, основные 

уравнения которой представимы в виде [6-8]: 
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где ௥ܶ , ఉܶ- компоненты сжимающих усилий, ܧ,  модуль Юнга и-ߴ

коэффициент Пуассона для пластины. Неизвестными величинами из 
системы уравнений (1) являются ௥ܶ , ఉܶ,  Влияние подложки учитывается с .ݓ

помощью граничных условий типа обобщенной упругой заделки [3-5]: 
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где ܯ௥- изгибающий момент, ܳ- поперечное усилие, ܽ௜௝ (ܽ௜௝ ൌ ௝ܽ௜) — 
матрица коэффициентов упругой заделки. 

В силу симметрии и равномерности нагрузок считаем, что усилие ௥ܶ, а 
также нормальная компонента смещений ݓ являются симметричными 
функциями, поэтому их можно представить в виде степенных (четной 
степени) рядов.  

௥ܶ ൌ ∑ ଶ௜ݎଶ௜ܣ
ାஶ
௜ୀ଴ ݓ									, ൌ ∑ ଶ௜ݎଶ௜ܤ

ାஶ
௜ୀ଴ , (3) 

где неизвестные коэффициенты ܣ௝,  ௝ вычисляются с помощью уравненийܤ
(1) и граничных условий (2). Для расчетов принимались значения модуля 
Юнга и коэффициента Пуассона равными ܧ ൌ 70 ГПа, ߴ ൌ 0.35. В качестве 
коэффициентов упругой заделки принимались значения [7]: ܽଵଵ ൌ 10, ܽଵଶ ൌ
1.7, ܽଶଶ ൌ 12, ܽଵଷ ൌ ܽଶଷ ൌ ܽଷଷ ൌ 0. Радиус пластины и толщину считаем: 
ܴ ൌ 100, ݄ ൌ 1, значение интенсивности поперечной нагрузки: ݍ ൌ 7 ∙ 10ହ. 

Недостатком данного подхода является требование учета все большего 
числа слагаемых при увеличении прогиба, а следовательно, больше 
вычислительной мощности и времени; при числе членов ряда ݊ ൐ 50 
скорость вычислений значительно замедляется. 

При расчетах был применен также следующий численный алгоритм: 
сначала задача решалась в рядах (при максимально возможном ݊), затем 
брались  условия при ݎ ൌ 0, и решалась система дифференциальных 
уравнений (1) с известными начальными условиями. Затем, граничные 
условия изменялись, и осуществлялся поиск их значений, удовлетворяющих 
граничным условиям задачи.  

Заключение 
Рассмотрена задача о деформировании отслоения круговой пластины, 

соединенная с подложкой, под действием равномерной поперечной 
нагрузкой. Для учета влияния подложки используются граничные условия 
типа обобщенной упругой заделки. Решение задачи в рядах получено в 
приближении модели Фепля фон Кармана. Численные результаты получены 
для пластины из алюминия на кремниевом основании. Проведено сравнение 
величин прогиба в центре пластины, продольного усилия и изгибающего 
момента на краю пластины, с учетом и без граничных условий упругой 
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заделки. Показано, что при поперечной нагрузке, соответствующей 
прогибам более 5% от радиуса пластины, разница в значениях изгибающего 
момента на ее краю, посчитанная с учетом и без учета податливости заделки, 
превышает 10 %, что показывает необходимость учета податливости 
подложки. 
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ВЛИЯНИЕ ПРЕДВАРИТЕЛЬНОГО НАГРЕВА ТЕРМИТНОЙ ШИХТЫ 
И РЕАКТОРА НА СВОЙСТВА ПОЛУЧАЕМОГО 
ЖЕЛЕЗОАЛЮМИНИЕВОГО СПЛАВА МЕТОДОМ АЛЮМОТЕРМИИ 

INFLUENCE OF PRE-HEATING THERMITE BARCH AND REACTOR 
ON THE PROPERTIES OF THE OBTAINED IRON-ALUMINUM ALLOY 
BY ALUMOHERMY METHOD 

 
Аннотация. Интерметаллидные сплавы на основе Fe-Al нашли свое 

применение в машиностроении, металлургии, электротехнике и др. ввиду 
высокой стойкости к коррозии и износу при повышенных температурах. 
Получение железоалюминиевых сплавов методом алюмотермии с 
предварительным нагревом шихты позволяет добиться более эффективного 
разделения металла и шлака и определяет особенности структуры и свойств 
слитка.  

Abstract. Intermetallic alloys based on Fe-Al have found their use in 
mechanical engineering, metallurgy, electrical engineering, etc. due to their high 
resistance to corrosion and wear at elevated temperatures. The production of iron-
aluminum alloys by aluminothermy with preheating of the charge makes it 
possible to achieve more efficient separation of metal and slag and determines the 
features of the structure and properties of the ingot. 

Ключевые слова: термитная шихта, предварительный нагрев, 
алюминиды железа, графитовый реактор, интерметаллидный сплав. 
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Keywords: thermite charge, preheating, iron aluminides, graphite reactor, 
intermetallic alloy. 

 
Основная часть 
Сплавы содержащие интерметаллидные соединения Fe-Al, благодаря 

уникальным свойствам позволяют использовать изделия или покрытия, 
полученные на их основе, в условиях агрессивных сред. Такие сплавы 
обладают меньшей плотностью в сравнении с железом и более высокой 
прочностью в сравнении с алюминием [1-2]. Традиционные процессы 
получения таких интерметаллидных сплавов представляются 
многоэтапнымии и энергозатратными. Наиболее перспективным видится 
метод экзотермического восстановления железа из его оксидов посредством 
алюмотермии, который позволяет снизить количество технологических 
операций и энергетических ресурсов. С увеличением содержания алюминия 
в термитной шихте скорость реакции и температура образующегося 
расплава снижается [3-5]. Предполагается, что введение дополнительного 
тепла посредством предварительного нагрева термитной шихты позволит 
увеличить эффективность процесса в аспекте формирования слитков с более 
широким диапазоном содержания алюминия.  

Целью работы является изучение физико-механических свойств 
интерметаллидных сплавов полученных алюмотермическим переплавом 
предварительно нагреваемой термитной шихты. 

В рамках поставленной цели решались задачи определения влияния 
предварительного нагрева термитной шихты с различным содержанием 
алюминия в диапазоне 25-65 % по массе на температуру струи сплава при 
его разливке, массовый выход металлической фазы и микротвердость HV.  

В результате проведенных экспериментов выявлено, что нагрев 
термитной шихты до 400 0С увеличивает скорость ее горения в исследуемом 
интервале содержания алюминия 25-65 % по массе в сравнении с термитной 
реакцией, осуществляемой без предварительного нагрева, что, в свою 
очередь, на 5-10 % увеличивает температуру струи образующегося 
интерметаллидного сплава. 

При высоком содержании активного алюминия в шихте (около 50 %) 
предварительный нагрев смеси до 400 0С, в ряде случаев, обеспечивает 
возможности достижения значений выхода металлической фазы до 70 %. 

Наиболее высокие показания микротвердости, принадлежащие 
диапазону значений 850-950 HV, наблюдаются при содержании алюминия в 
экспериментальных сплавах от 55-58 % по массе. 
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СПИСКИ МЕТОК ПРИ ОПРЕДЕЛЕНИИ КРАТЧАЙШИХ ПУТЕЙ 
В ГРАФЕ 

LISTS OF LABELS WHEN DETERMINING SHORTEST PATHS 
IN A GRAPH 
 

Аннотация. В настоящей работе решена задача определения всех 
кратчайших путей в взвешенном, невзвешенном и планарном графах. Эта 
задача решается путем обобщения известных алгоритмов Дейкстра и 
волнового алгоритма с помощью введения списков меток. В списке меток 
при каждой вершине/грани графа первая метка определяет длину 
кратчайшего пути. Вторая метка задается множеством вершин, из которых 
существуют прямые связи (ребра/границы) в рассматриваемую 
вершину/грань. Для взвешенного графа длина пути определяется как сумма 
длин его ребер. Для планарного графа длина пути - это число границ между 
гранями, которые пересекает кратчайший путь во внешнюю грань. 
Предлагаемые алгоритмы определяют только самые необходимые 
характеристики графа, по которым можно восстановить кратчайшие пути. 
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Abstract. In this paper, we solve the problem of determining all shortest 
paths in weighted, unweighted and planar graphs. This problem is solving by 
generalizing the well-known Dijkstra and wave algorithms by introducing lists of 
labels. In the list of labels for each vertex/face of the graph, the first label 
determines the length of the shortest path. The second label is defining by a set of 
vertices from which there are direct connections (edges/boundaries) to the 
vertex/face. For a weighted graph, the path length is defining as the sum of the 
lengths of its edges. For a planar graph, the path length is the number of 
boundaries between edges that the shortest path to the outer edge crosses. The 
proposed algorithms determine only the most necessary characteristics of the 
graph from which the shortest paths can be reconstructing. 

Ключевые слова: взвешенный граф, планарный граф, грань, 
кратчайший путь, соседи вершины. 

Keywords: weighted graph, planar graph, edge, shortest path, neighbors of 
a vertex. 
 

Введение 
В настоящей работе рассматривается задача перечисления всех ребер 

кратчайших путей из стартовой вершины в другие вершины 
ориентированного графа (орграфа) или из грани планарного графа до 
внешней грани. Эта задача решается для трех видов графов: взвешенного, 
невзвешенного и планарного. По мнению специалистов в областях 
транспорта, картографии и биотехнологии в настоящий момент она является 
актуальной. 

Для взвешенного графа длина пути определяется как сумма длин его 
ребер. Для невзвешенного графа длина пути - это число ребер в нем. Для 
планарного графа длина пути - это число границ между гранями, которые 
пересекает путь из грани во внешнюю грань. Задача определения 
минимальной длины от стартовой вершины до других вершин графа во 
взвешенном орграфе решается на основе алгоритма Дейкстра [3] или на 
основе алгоритма Беллмана [4, 5]. Аналогичная задача, но в невзвешенном 
графе решается на основе волнового алгоритма [6]. А задача определения 
длины кратчайшего пути от каждой грани до внешней грани в планарном 
графе решается с помощью понятия множества соседей - окружения грани 
планарного графа другими гранями. 

В настоящей работе рассматриваемые алгоритмы дополнены понятием 
списка меток. Понятие списка меток берется из математического 
программирования (см., например, [7, 8]). Список меток состоит первой 
метки, определяющей длину кратчайшего пути до вершины из стартовой 
вершины или длину кратчайшего пути из грани во внешнюю грань. Для 
взвешенных и невзвешенных орграфов вторая метка - это перечень вершин, 
из которых направляются ребра кратчайших путей в рассматриваемую 
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вершину. Тем самым по вторым меткам у вершины взвешенного или 
невзвешенного орграфа можно перечислить все ребра кратчайших путей в 
эту вершину графа. Для планарного графа вторая метка - это перечень 
граней, которые в кратчайших путях до внешней грани являются соседними 
с рассматриваемой гранью. Таким образом, по спискам меток можно 
определить все кратчайшие пути из стартовой вершины в остальные 
вершины взвешенного или невзвешенного орграфа. Аналогично для 
планарного графа по спискам меток у граней графа можно перечислить все 
кратчайшие пути во внешнюю грань. 

Основная часть 
В алгоритме Дейкстра решается задача определения длины 

кратчайших путей из выделенной вершины взвешенного (снабженного 
положительной длиной ребер) графа .G  Однако нет алгоритма перечисления 
всех ребер, входящих в кратчайшие пути. В этом пункте работы строится 
модификация алгоритма Дейкстра, позволяющая перечислить все ребра 
кратчайших путей с помощью списков дополнительных меток. Алгоритм 
Дейкстра строится для ориентированного взвешенного графа (без кратных 
ребер) G  с множеством вершин ,V  состоящим из n  вершин, множеством 
ребер E  и совокупностью весов ребер { ( ) > 0, }.s e e E  В графе G  имеется 

стартовая вершина 0  из которой ищутся все кратчайшие пути в остальные 
вершины этого графа. 

В предлагаемой модификации алгоритма Дейкстра каждой вершине 
v V  сопоставляется список из первой и второй меток. По окончании работы 
алгоритма первая метка ( )R v  равна длине кратчайшего пути из вершины 0  в 

вершину .v  Вторая метка ( )S v  - это совокупность таких соседей u  вершины 

v  в графе ,G  чтобы все последние ребра ( , )u v  кратчайших путей из 0  в 

вершину v  образовывали множество вершин ( ).S v  В списке меток вершины 

v V  первая метка отделяется от второй метки значком.  
Определение первой и второй меток вершин графа G  производится 

рекуррентной процедурой. Вначале задают (0)R = 0, ( ) = , ,R v v V v   0,  

0 0 0( ) = , , = , = , = .S v v V G G V V E E   Далее для 0 j n   выбирают вершину 

jk  из условия ( ) = min ( ),j
j

R k R v
v V

 переопределяют метки ( ), ( )R v S v  и строят 

граф 1jG   из следующих условий. 

)( A  Если ( ) ( , ) < ( ),j jR k s k v R v  то  

)(B  Если ( ) ( , ) = ( ),j jR k s k v R v  то ( ) := ( ), ( ) := ( ) .jR v R v S v S v k  

)(C  Если ( ) ( , ) > ( ),j jR k s k v R v  то ( ) := ( ), ( ) := ( ).R v R v S v S v  
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После такого переопределения меток вершину jk  полагают 

посещенной и строят граф 1jG   удалением из множества вершин jV  графа 

jG  вершины jk  и из множества ребер jE  инцидентных jk  ей в jE  ребер. В 

результате строится граф 1jG   с множеством вершин 1jV   и множеством 

ребер 1.jE   Для первой метки эта рекуррентная процедура совпадает с 

алгоритмом Дейкстра [3]. А для второй метки с помощью матиндукции 
несложно доказать, для каждого j  все последние ребра ( , )u v  кратчайших 

путей из 0  в вершину v  образуют множество вершин )( .jS k  Тем самым 

представленная модификация алгоритма Дейкстра позволяет с помощью 
вторых меток вершин определить все кратчайшие пути в графе G  из 
стартовой вершины 0  в остальные вершины графа. 

На рисунке 1 приведен пример взвешенного неориентированного 
графа (частный случай орграфа с одинаковыми весами разнонаправленных 
ребер) с номерами вершин в кругах. В таблице 1 даны списки меток для 
вершин этого графа.  

 
 

Рисунок 1. Пример взвешенного графа. 
 

Таблица 1. Список вершин и меток 
 Вершины   1   2   3   4   5   6  
 Списки меток   0   7;1   9; 1  20; 3  20; 6  11;3 

 
Заключение 
В настоящей работе акцент сделан не на определении длин 

кратчайших путей в графе, а на определении самих кратчайших путей. 
Собственно говоря, в работе не дается алгоритм перечисления всех 
кратчайших путей. Списки меток, введенные в работе позволяют только 
определять кратчайшие пути из некоторой вершины в стартовую вершину 
или из некоторой грани во внешнюю грань. Однако предлагаемая техника 
проставления списков меток, особенно второй метки, дает возможность 
следовать известным алгоритмам определения длин кратчайших путей: 
алгоритму Дейкстра, волновому алгоритму и др. Это позволяет путем 
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введения второй метки рекуррентно определять ее изменение при переходе к 
новой вершине/грани графа. Особенностью предлагаемых алгоритмов 
является введение в них второй метки списка, которая в то же время 
является пустым или непустым множеством вершин графа. В настоящей 
работе акцент не делается на оценку вычислительной сложности алгоритма и 
на оценку объема необходимой для реализации памяти. Поэтому данный 
алгоритм может быть использован для относительно небольших взвешенных 
графов. Следует отметить, что требования единственности вершин во второй 
метке графа, с одной стороны, позволяет уменьшить вычислительную 
сложность представленных алгоритмов и требуемый объем памяти. С другой 
стороны, наличие нескольких вершин во второй метке дает возможность 
увеличить надежность решения о кратчайших путях в графе. Причем в 
различных приложениях (транспортые системы, картография, 
биотехнология) эти условия по-разному влияют на удобства приведенных 
алгоритмов. 
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ПРИМЕНЕНИЕ ПАРАЛЛЕЛЬНОГО ОТЖИГА В МОДЕЛИ ИЗИНГА 

THE APPLYING OF PARALLEL TEMPERING IN THE ISING MODEL 
 

Аннотация. В модели Изинга [1] для нахождения основного состояния 
с минимальной энергией необходимо непосредственно перебрать 2ே 
состояний спиновой системы, что затрудняет поиск основных состояний при 
больших N. Также при использовании классических алгоритмов при низких 
температурах у теплоёмкости возникает погрешность. Наша цель: для 
оптимального решения проблемы разрабатотать алгоритм параллельного 
отжига [2]. Чтобы он хорошо работал, нам надо добиться вероятности 
обмена между репликами в 20% [3]. Он отлично подойдёт для вычисления 
основного состояния систем спиновых стёкол. Результаты представлены с 
учётом ручного подбора температур в параллельном отжиге. Программа 
написана на языке c++ с подходом ООП, что позволяет интегрировать 
программу в другие проекты.  

Abstract. In the Ising Model [1] for searching ground state with the 
minimal energy, necessary go through 2ே the states directly, that complicating to 
find ground state in big spin systems. Also, when using classical algorithms at low 
temperatures, the heat capacity has an inaccuracy. Our goal: to develop a parallel 
tempering algorithm [2] for the optimal solution of the problem. In order for it to 
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work well, we need to achieve a 20% chance of an exchange between replicas [3]. 
It will be perfect for computing ground state spin systems of spin glasses. At the 
moment, parallel tempering was developed, but considering the manual selection 
temperatures in parallel tempering. The program was written on c++ language 
with OOP approach, which allows to integrate program into other projects. 

Ключевые слова: модель Изинга, параллельный отжиг, разработка 
Keywords: Ising model, parallel tempering, development 

 
Введение 
Модель Изинга [1] – математическая модель статистической физики, 

где спины могут принимать два состояния: +1 и -1. Всего количество 
состояний системы из N спинов может быть 2ே. В нашей модели 
используется квадратная спиновая система ܮ ൈ  размера, где L – линейный ܮ
размер системы. Наша задача из всех состояний спиновых систем найти 
систему с минимальной энергией (начальное состояние системы), а также 
посчитать характеристики системы (намагниченность, теплоёмкость, 
энергия и т.д.). Если подойти классическим методом, то чтобы наши задачи 
были  выполнены, нам надо перебрать непосредственно 2ே состояний 
систем, что экспоненциально возрастает вычислительная мощность при 
увеличении размера системы. В связи с этим, мы разработали алгоритм 
параллельного отжига. Главное его преимущество заключается в том, что он 
с высокой вероятностью находит начальное состояние системы. Данный 
алгоритм актуален тем, что он может помочь в нахождении основного 
состояния и получить более корректные характеристики системы. Главная 
часть программы – алгоритм температурной балансировки находится в 
стадии доработки и ведутся работы по исправности данного алгоритма. 
Далее планируется интегрировать данную программу в модель спинового 
стекла для нахождения основного состояния и характеристик спиновой 
системы. 

Основная часть 
В модели Изинга энергия взаимодействия спина с соседними спинами 

вычисляется по следующей формуле: 
ܧ    ൌ 	െܬ ∑ ௜ܵ ௝ܵ௜,௝ ,       (1) 
где J – константа обменного взаимодействия (J=1 для ферромагнитной 
модели), ௜ܵ , ௝ܵ - знаки спинов [-1, +1]. Суть алгоритма параллельного отжига 
в следующем [2]: задаётся спиновая система со случайным состоянием 
определённой температуры, далее создаётся N-1 копий исходной системы и 
отдаляются по температурам от исходного состояния так, чтобы они были 
равноудалены друг относительно друга, тем самым повышая температуры 
реплик. После, для каждой системы с соответствующими температурами 
срабатывает алгоритм Метрополиса. После выполнения алгоритма 
Метрополиса он выдаёт энергии каждой системы, которые идут в алгоритм 
аппроксимации (балансировки). 
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Суть аппроксимационного (балансировочного) алгоритма заключается 
в том, чтобы расположить температуры так, чтобы вероятность обмена 
между репликами была в 20%, т.к. эта вероятность даёт наиболее быструю 
сходимость к основному состоянию и более нам подходящая [3]. Это 
работает следующим образом: полученные энергии и соответствующие им 
температуры мы копируем в ещё один массив (резервный). Он нам нужен 
для получения прямых по 2-м точкам и поэтому будет неизменяемым, а в 
исходный массив мы будем записывать полученные температуры и энергии. 
Далее выбираем 2 первые соседние точки по резервному температурному 
массиву. По ним мы будем двигать 2-ую точку из исходного массива с 
шагом ܶ߂ െ  :по следующей формуле ݐݏ݊݋ܿ

ଶܧ                           
ᇱ ൌ ቀ మ்ା௱்ି భ்

మ்ି భ்
ቁ ሺܧଶ െ ଵሻܧ ൅  ଵ,     (2)ܧ

где ܧଶ
ᇱ - энергия 2-ой реплики исходного массива,   ܧଶ	и	ܧଵ – энергии 2-ой и 

1-ой реплики резервного массива (Важно, что	 ଶܶ൅ൌ           .(ܶ߂
Но изначально мы проверяем вероятность обмена между репликами по 

формуле: 

݌        ൌ ݁
ಶమ
ᇲ షಶభ

೅మశ೩೅ష೅భ .        (3) 
Если вероятность обмена больше 20%, то мы отдаляем вторую точку, 

если меньше, то приближаем, и так определённое количество шагов, пока 
вероятность обмена не станет приблизительно равной 20%. После отработки 
данного алгоритма, мы записываем полученную энергию и температуру в 
исходный массив и выбираем следующую пару, по которой мы будем 
строить прямую и выполнять алгоритм. То есть из резервного массива новой 
первой температурой будет предыдущая вторая температура, а новая вторая 
температура будет следующей, после предыдущей второй температуры. И 
таким образом мы перезаписываем в исходный массив новые температуры и 
алгоритм их возвращает в качестве выходного значения. 

После аппроксимационного (балансировочного) алгоритма у нас снова 
выполняется алгоритм Метрополиса, но уже с новыми температурами, и 
далее снова срабатывает алгоритм аппроксимации (балансировки). Всего 
таких циклических подходов должно быть M шагов (шагов Монте-Карло). 
Это и есть параллельный отжиг. 

Далее, исходя из всего параллельного отжига, мы усредняем энергию и 
считаем теплоёмкость по формуле: 

ሺܶሻܥ                                 ൌ
ழாమவ೔ିழாவమ೔

௞்೔ே
,      (4) 

где k = 1 – постоянна Больцмана, N – размер спиновой системы  
Чтобы убедиться в корректной работоспособности алгоритма 

параллельного отжига, ниже приведены результаты его работы, но с учётом 
ручного подбора температур, т.е. без алгоритма балансировки температур. 
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Рис. 1. Зависимость энергии от температуры слева, и теплоёмкости  
от температуры – справа. 

 
Наша программа реализована на языке программирования c++ с 

использованием ООП. Использование ООП позволит интегрировать 
программу в проекты как класс и позволит упростить вычисления. 

Заключение 
Разработка параллельного отжига играет важную роль в модели 

Изинга. Параллельный отжиг может помочь как в нахождении основного 
состояния, так и в получении более точных результатов для теплоёмкости 
при низких температурах. На данный момент идёт отладка алгоритма 
балансировки температур. При доведении алгоритма балансировки до 
рабочего состояния, он будет интегрирован в модель спиновых стёкол. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО 
СОСТОЯНИЯ В КЕРАМИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКОВОЙ ФОРМЕ  
ПРИ ЗАТВЕРДЕВАНИИ В НЕЙ ШАРООБРАЗНОЙ СТАЛЬНОЙ 
ОТЛИВКИ2 

FEATURES OF MODELING THE STRESS-STRAIN STATE  
IN A SPHERICAL CERAMIC SHELL MOLD DURING 
SOLIDIFICATION OF A STEEL CASTING IN IT 
 

Аннотация. Формулируется задача по определению напряженно-
деформированного состояния (НДС) в оболочковой форме (ОФ), 
заформованной в опорный наполнитель (ОН), при охлаждении в ней 
стальной отливки. Численный метод решения задачи включает в себя два 
этапа: 1) задача по решению уравнения теплопроводности с учетом 
начальных и граничных условий; 2) задача по определению НДС в ОФ с 
учетом найденного температурного поля. Результатами решения являются 
величины напряжений, перемещений в среднем по граням каждого элемента 
и средняя температура в элементе. 

Abstract. The problem of determining the stress-strain state (SSS) in a shell 
mold (SM) molded into a support filler (SF) is formulated when the casting is 
cooled in it. The numerical method of solving the problem includes two stages: 1) 
the task of solving the equation of thermal conductivity, taking into account the 
initial and boundary conditions; 2) the task of determining the SSS in the SM, 
taking into account the found temperature field. The results of the solution are the 
values of stresses, average changes along the edges of each element and the 
average temperature in the element. 

Ключевые слова: литье по выплавляемым моделям, оболочковая 
форма, напряженное состояние, моделирование, трещинообразование 
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Введение 
В работе строится математическая модель получения шарообразной 

стальной отливки в керамической ОФ [1]. 
Инженерная постановка задачи 
Жидкая сталь разливается в сферическую ОФ, в которой ОН 

кристаллизуется путем отвода тепла от стенок ОФ через ОН. Сферическая 
ОФ может быть монолитной или состоять из ряда слоев. При охлаждении 
стали в ОФ, вследствие большого температурного градиента, в стенке ОФ 
возникают температурные напряжения, которые при определенных внешних 
воздействиях могут привести к образованию трещин в ней или ее 
разрушению, а значит и к браку получаемой стальной отливки. Таким 
образом, задачей настоящего теоретического исследования является 
определение степени влияния внешних факторов, при которых сферическая 
ОФ не будет разрушаться от возникающих в ней температурных 
напряжений.  

Математическая постановка задачи 
Рассматривается осесимметричное тело вращения. Деформируемый 

материал считается изотропным, движение - медленным. 
Имеем четырехкомпонентную систему: область I – жидкий металл 

(ЖМ); область II – твердый металл; область III – ОФ, IV – ОН (рис. 1). 
Деформируемой средой является затвердевший металл (область II) и форма 
(область III) – изотропные материалы.  

 
Рисунок 1 – Расчетная схема шарообразной ОФ, заформованной ОН   

и залитой жидким металлом с учетом осевой симметрии 
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Процесс нестационарный. Используя теорию упругости и Эйлерову 
систему координат, запишем для каждой из областей систему уравнений: 
‒ для области I: 

                                11 22 33 ;  ;P P h                                      (1)  

1 ;     
‒ для областей II, III: 
 

                     

* *

*

0, ; 1,2,3;

1
2 ;  ;  ;

3

3 3 ( );  0,5( );

( );

ij ij

ij

ij ij p ij ij ii

ii p p p ij ij ji

p

i j

G

k U U

C div grad

  

           


       
     



                   (2) 

здесь ij  – компоненты тензора напряжений;   – гидростатическое 

напряжение, ij  – компоненты тензора упругих деформаций; h  – высота 

столба жидкого металла; 1 2
pk

E

 
  ‒ коэффициент объемного сжатия;   ‒ 

коэффициент Пуаcсона; E  – модуль Юнга; pG  – модуль сдвига в среде 

области ,  ); (II IIIp  p  – коэффициент линейного расширения; 1a  – 

коэффициент температуропроводности в области I;   – время;   – 
температура; pC  – удельная теплоемкость в области p;   – плотность; *

p 	– 

начальная температура в области ;p  	 ( )     – теплопроводность; 

, ,;  ;ij i
ij j i j

j j

u
u

x x

 
  

 
 используется суммирование по повторяющимся 

индексам. 
Начальные условия задачи: 

0| 0  	– отсутствие твердой фазы металла; 
* *

0 м| 0I     	– температура разливаемого жидкого металла; 
* *

0|III    	– начальная температура формы.  
Граничные условия задачи (рис. 1, б):  
‒ на оси симметрии: 2 210;  0;  0;пU q     
‒ на поверхностях 1 3 4,  ,  :S S S  

                  11 1 12 1 1 3 22 4| ; | 0; | 0, | 0;s P s U s s                  (3) 
*

12 3 1 1 3*
| ( ); | ;ckU
s con n x s

U
       

здесь ckU  – скольжение материала формы относительно песка, *U  – 
нормирующее перемещение;   – параметр, характеризующий условия 
трения между формой и опорным наполнителем. 



378 

Для решения системы (2) использовался численный метод [3] и 
авторское программное обеспечение [4, 5]. Результаты вычислительных 
расчетов распределения температуры, напряжений и скоростей перемещений 
в деформируемой ОФ приведены в [2]. 

При осевой симметрии имеем 31 32 13 23 30; 0; 0.U          
В соответствии с работой [3], уравнения (2) и значения εii с учетом 

осевой симметрии запишутся: 
13 12 11 22 12 13 11 33 11 12 13 12 21 23 21 23 23 21 21( ) ( ) 0,5 0,5 ( 2 ) 0;S S S S S S S S S S S S               

21 23 22 33 23 21 22 11 22 23 21 21 12 13 12 13 13 12 21( ) ( ) 0,5 0,5 ( 2 ) 0;S S S S S S S S S S S S               

                                          11 22 11 222 ( ),pG                                                  (4) 
                                             22 33 22 332 ( ),pG        

                                      *
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здесь 1 2 2 1, , ( 1, 2);i i i i i iU U U U U U i       1 2 2 1; .ij ij ij ij ij ijS S S S S S      

Принятая символика описана в работе [1]. 
Для решения уравнения теплопроводности использовался численный 

метод [1, 3]. В соответствии с рассматриваемым методом для каждого 
внутреннего k-го элемента записывается из теплового баланса система 
теплопроводности в разностном виде с учетом осевой симметрии и строится 
итерационная процедура, которая с учетом того, что тепловой поток по ݔଷ 
равен нулю, представляется итерационной формулой: 
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здесь *
k  – средняя температура в k-ом элементе в начале временного шага 

;  , , ,k k k kC    	– средние теплопроводность, температура, теплоемкость и 
плотность в k-ом элементе в конце временного шага ;  ,  и ,  ( 1, 2)i i i i i         
– теплопроводность и температура в элементе, следующим за элементом k  
по координате ix  в отрицательном и положительном направлениях ix ; 

1 2 1 2
21 21 21 21 21 22; ;S S S S S S          1 ( ; , 1,2)ijS i j i j    и 1

ijS   – длина дуги 1
ijS  элемента, 

следующим за элементом ݇ в положительном и отрицательном направлении 
по координате .jx  
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Заключение 
Разработана математическая модель процесса получения 

шарообразной стальной отливки в керамической ОФ, которая 
продемонстрирована на примере получения отливки «шаровая опора». С 
учетом наложенных ограничений, начальных и граничных условий, задача 
решалась с применением апробированного численного метода. 

В результате решения с учетом разработанного алгоритма и с 
помощью авторских программных комплексов получены поля температуры, 
напряжений и скоростей перемещений в деформированной ОФ. Наиболее 
опасными с точки зрения трещинообразования являются сжимающие 
напряжения σ22, а в облицовочном слое на поверхности контакта ОФ с 
жидким металлом в начальный момент охлаждения σ33. 
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РАЗРАБОТКА ПРОГРАММНОГО ИНСТРУМЕНТА ДЛЯ СОЗДАНИЯ 
ОБРАЗЦОВ НИЗКОЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ СОСТОЯНИЙ СПИНОВЫХ 
СТЕКОЛ 

DEVELOPMENT OF A SOFTWARE FOR CREATING SAMPLES  
OF LOW-ENERGY STATES OF SPIN GLASSES 
 

Аннотация. Был разработан программный инструмент для генерации 
образцов систем спиновых стекол в низкоэнергетических состояниях с 
возможностью управления распределением обменных интегралов Jij в 
рамках модели Эдвардса-Андерсона с открытыми граничными условиями. 
Образцы были созданы как с помощью ручного редактирования с 
последующим масштабированием, так и путем случайного распределения 
обменных интегралов Jij. Полученные образцы будут проанализированы с 
использованием статистических методов, таких как гибридный алгоритм 
Метрополиса. 

Abstract. A program for generating samples of low-energy state systems of 
spin glasses with the capability to manipulate the distribution of exchange 
integrals Jij within the Edwards-Anderson model with non-periodic boundary 
conditions has been developed. The samples were created both through manual 
editing followed by scaling and by random distribution of the exchange integrals 
Jij. The obtained samples will be analyzed using statistical methods such as the 
hybrid Metropolis algorithm. 

Ключевые слова: спиновые стекла, низкоэнергетические состояния, 
модель Эдвардса-Андерсона, программа, Python, Qt, алгоритм Метрополис. 

Keywords: spin glasses, low-energy states, Edwards-Anderson model, 
program, Python, Qt, Metropolis algorithm. 
 

Введение 
Спиновые стекла представляют собой магнитные материалы с высокой 

степенью фрустрации и отсутствием порядка в направлении магнитных 
моментов (спинов). Несмотря на многолетние исследования, природа 
поведения низкоэнергетических состояний спиновых стекол в модели 



381 

ближайших соседей до сих не изучена до конца с практической и 
теоретической точки зрения [1]. Целью данной работы является создание 
программного инструмента для реализации различных подходов 
конструирования образцов решеток спинового льда для их последующего 
изучения посредством численных методов. 

Основная часть 
Был разработан программный комплекс для создания образцов 

низкоэнергетических состояний спиновых стекол и исследования влияния 
распределения значений обменных интегралов Jij на свойства решеток. 
Величины обменных взаимодействий Jij играют ключевую роль в 
формировании поведения моделей, образуя небольшие кластеры с локальной 
упорядоченностью. Нами были реализованы несколько подходов к созданию 
образцов для систем с закрытыми граничными условиями – путем ручного 
конструирования кластеров на небольших решетках с последующим 
масштабированием и путем случайного распределения Jij. 

Мы используем модель Эдвардса-Андерсона [2-4], представляющую 
собой квадратную решетку с изинго-подобными спинами, находящимися в 
узлах. Спины Si принимают значения 1 или -1, что соответствует 
направлениям «вверх» или «вниз» магнитных моментов атомов. 
Взаимодействие между парами спинами осуществляется через случайные 
бимодальные обменные интегралы Jij, которые могут быть как 
положительные, так и отрицательные (принимать значения 1 или -1 
соответственно). 

Программа написана на языке Python с применением фреймворка для 
создания оконных приложений Qt (библиотека PyQt6). Визуально, 
программа представляет собой оконное приложение с центральным 
элементом (виджетом) в виде квадратной сетки (шахматной доски), 
созданной посредством класса QPainter. В сетке часть ячеек занята спинами, 
находящимися на равном расстоянии друг от друга, в ячейках между ними 
находятся обменные интегралы Jij. 

Программа может использовать и визуализировать информацию о 
спинах, их геометрии и распределении Jij, закодированные в 
соответствующие типы файлов, а также позволяет работать с новой 
«чистой» моделью. В этом случае создается решетка со всеми спинами 
«вверх» и единичным расстоянием между ними; все Jij равны +1. 

После загрузки данных в оперативную память и их визуализации, при 
нажатии на каждую занятую ячейку пользователь может редактировать ее 
содержимое, инвертируя направление спина или знак обменного интеграла. 
Таким образом происходит ручное конструирование образцов 
низкоэнергетических решеток с различной плотностью P обменных 
интегралов Jij (процент содержания положительных обменных интегралов 
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среди всех обменных взаимодействий). Кроме моделей с «оригинальным» 
паттерном распределения Jij, эта функция была использована для 
воссоздания случаев, уже ранее освещенных в научных статьях и 
исследованных экспериментальным способом, для обработки численными 
методами. Пример показан на рис. 1:  
 

       
Рисунок 1 – пример образца для решетки N = 8 с открытыми граничными 
условиями (красные ячейки Jij= +1; синие ячейки Jij= -1; серые ячейки – 

спины), воссозданного из научной статьи [5] 
 
Полученные распределения на небольших решетках масштабируются 

до статистически значимых размеров (от 1000 и более спинов), что 
производится посредством копирования блоков системы. Основной 
проблемой является появление набора новых «граничных» обменных 
интегралов, которые ранее не учитывались из-за открытых граничных 
условий системы.  Пример масштабирования системы (рисунок 2): 

      
Рисунок 2 – Пример масштабирования для решетки с N=10, увеличенной в 3 

раза 
Вторым подходом к формированию образцов является случайное 

распределение Jij. Оно происходит по следующему алгоритму: 1) 
пользователь задает количество итераций цикла; 2) на каждой итерации 
выбирается случайный спин; 3) значение (направление) выбранного спина 
инвертируется; 4) также инвертируются значения всех окружающих его 
обменных интегралов Jij.  
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В результате создается образец со случайным распределением спинов 
и кластеров обменных интегралов: 
 

 
Рисунок 3 – Пример создания образца для решетки с помощью случайного 

распределения 
 
При каждом изменении системы рассчитывается общая энергия (с 

сохранением минимальной за сессию использования конфигурации спинов и 
распределения Jij). 

Заключение 
Полученные образцы будут исследованы с помощью статистических 

методов, таких как гибридный алгоритм Метрополиса, и метода урезанного 
полного перебора для нахождения общих тенденций в распределении частиц 
и обменных интегралов в низкоэнергетических состояниях спиновых стекол. 
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NUMERICAL MODELING OF RESIDUAL STRESSES IN DEPOSITED 
METAL LAYER WITH A MOVING LASER ENERGY SOURCE 
 

Аннотация. Рассматривается быстропротекающий трехмерный 
процесс консолидации слоя металла, сформированного с использованием 
аддитивной лазерной технологии. В основу математической модели 
положены уравнения равновесия с вязкоупрогопластической реологической 
моделью и уравнение энергии с учетом диффузионных, конвективных и 
радиационных потерь. Численное решение задачи производится методом 
конечных элементов с использованием адаптационного алгоритма 
построения сеточной области в функции от градиента температуры в 
несвязанной постановке с решением дискретных уравнений нестационарной 
теплопроводности и термомеханики. Показано влияние последовательной 
стратегии наращивания пяти слоев металла на распределение эффективных 
напряжений. 

Abstract. A transient 3D process of metal layer solidification, formed with 
laser technology, is considered. The mathematical model is based on balance 
equation with visco-elasto-plastic rheological model and energy equation, taking 
into account diffusion, convective and radiation losses. Numerical solution is 
performed using Finite Element Method using an adaptive algorithm for 
constructing grid domain as a function of temperature gradient in an uncoupled 
formulation with the solution of discrete equations of non-stationary thermal 
conductivity and thermomechanics. The influence of the unidirectional scan 
strategy of five layers of metal on von Mises residual stresses is shown. 
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технологии, затвердевание металла, вязкоупругопластичность, остаточные 
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Введение 
Моделирование термомеханических процессов при затвердевании 

металла в процессе производства изделий по технологии лазерного 
наращивания слоев имеет важное значение для различных отраслей, таких 
как космическая, автомобильная, медицинская. При затвердевании в металле 
протекают сложнейшие физические, диффузионные, химические, 
металлургические и структурные процессы. 

Процесс фазового перехода в материале определяет уровень и 
эволюцию возникающих технологических напряжений и сопровождается 
большими градиентами температур (до 14 Ԩ/мкм). Превышение 
технологическими напряжениями предела набранной прочности материала 
может привести к образованию микротрещин, вплоть до образования 
магистральных трещин. Скорость охлаждения (103−106 Ԩ/сек) определяет 
микроструктуру материала, а следовательно, и прочностные свойства 
произведенного изделия. С механической точки зрения рассматриваемая 
задача относится к механике растущих тел [1]. 

В настоящей работе развивается подход, предложенный в работах [2–6] 
применительно к описанию напряженно-деформированного  состояния изделия 
при использовании лазерных технологий наращивания слоя металла. 
Математическая постановка задачи и используемые термофизические и 
механические параметры материала взяты из недавней работы [4]. 

Результаты расчетов 
Численное решение задачи производим с использованием метода 

конечных элементов с согласованными аппроксимациями полей 
перемещения и гидростатического давления, удовлетворяющего LBB-
условию [3]. Построение сеточной области выполняем с использованием 
адаптационного алгоритма в функции от градиента температуры. Алгоритм 
учитывает движение источника тепла с заданной скоростью сканирования 
путем применения технологии «исключения» и после дующего 
«возрождения» части материала. Непрерывное наращивание материала 
производится дискретно, на каждом шаге расчета, соответствующем 
«возрождению» очередной подобласти из «исключенных» элементов [4]. 

Анализ результатов расчета производим с использованием основных 

безразмерных параметров [4] ܳ ൌ
௉

ఘ௖೛ሺ బ்ሻሺ்೗ି బ்ሻ௩ோబ
మ, ௘ܲ ൌ

௩ோబ
஽ሺ బ்ሻ

, ܵ ൌ
࣌

ఙ೤ሺ బ்ሻ
, 

തܶ ൌ
்

೘்
, включающих мощность, радиус лазера, скорость сканирования, 

теплофизические и механические свойства материала.  
На рис. 1 приведено распределение эффективных напряжений в 

расчетной области при последовательной стратегии сканирования (рис. 1а) 
наращивания слоев при заданном массовом расходе материала. Из 
результатов расчёта следует, что значения остаточных напряжений 
увеличиваются с ростом числа нанесённых слоёв, что согласуется с 
известными численными и экспериментальными исследованиями [4].  
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Рис. 1. Распределение эффективных напряжений Мизеса в зависимости от 
числа наплавленных слоёв а) стратегия сканирования; б) одного слоя  

и в) после нанесения пяти слоёв 
 
Сравнение результатов вычислений продольных остаточных 

напряжений в первом наплавленном слое, полученных при значениях 
параметров ܳ ൌ 1,33, ௘ܲ ൌ 5,17 с экспериментальными данными приведено 
на рис. 2, которое свидетельствует об адекватности рассматриваемой 
термомеханической модели. Из рисунка видно, что в области подложки 
образуются сжимающие остаточные напряжения, в зоне теплового влияния 
они снижаются, и снова резко возрастают (но уже растягивающие) в области 
наплавленного слоя. 

 
Рис. 2. Сравнение результатов вычислений остаточных напряжений  

с экспериментом 
Заключение 
В ходе проведенных исследований предложены определяющие 

соотношения для термомеханической задачи отверждения при наращивании 
слоя металла. Проведены верификация и валидация математической модели 
и алгоритма расчета путем сравнения с известными аналитическими и 
экспериментальными исследованиями. Анализ результатов расчета 
производится в безразмерном виде с использованием критериев, 
отражающих влияние мощности лазера и скорости сканирования. Показано 
влияние последовательной стратегии наращивания пяти слоев металла на 
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распределение эффективных напряжений. Анализ результатов численных 
исследований показал, что остаточные напряжения могут достигать 0,58 от 
уровня предела текучести материала. 
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Аннотация. В классических воззрениях статистической физики 
открытые системы испытывают влияние случайных воздействий, вследствие 
чего их поведение подвержено хаотизации и подчиняется энтропийным 
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закономерностям. Привлечение этих статистических представлений в сферу 
исследования кибернетических систем позволяет оценивать и анализировать 
их функционирование, поддерживая упорядоченность и эффект 
деятельности индустриальной системы введением в нее и накоплением 
управляющей информации. В этой связи теоретическое и прикладное 
значение приобретает аргументация предельных режимов энтропийно-
информационных процессов индустриальной системы в зависимости от 
параметра времени с использованием математических моделей. 

Abstract. In the classical views of statistical physics, open systems are 
influenced by random influences, as a result of which their behavior is subject to 
chaotization and obeys entropy laws. Involving these statistical concepts in the 
field of research of cybernetic systems makes it possible to evaluate and analyze 
their functioning, maintaining the orderliness and effect of the activity of the 
industrial system by introducing into it and accumulating control information. In 
this regard, the argumentation of the limiting modes of entropy-information 
processes of the industrial system depending on the time parameter using 
mathematical models acquires theoretical and applied significance. 

Ключевые слова: информация, индустриальная система, модель, 
неопределенность, порядок, хаос, энтропия  

Keywords: information, industrial system, model, uncertainty, order, chaos, 
entropy 
 

Введение 
В пространстве стремительных и коренных перемен 

эволюционирующие индустриальные системы претерпевают метаморфозы 
своей структуры и поведения, порождающие комбинации медленных и 
быстрых, устойчивых и неустойчивых фаз своего функционирования. 
Появляется потребность в придании вербально сформулированным 
системным идеям форм логически выстроенных гипотез и статистических 
закономерностей, что обусловило цель излагаемого подхода  – модельный 
анализ предельных режимов энтропийно-информационных процессов 
индустриальной системы с течением времени ее функционирования. 

Решение задачи опирается на достигнутые результаты в области 
термодинамики, статистической физики, нелинейной динамики, 
предлагающих концепции и язык описания перестроек в динамических 
системах, и с позиций теории информации, кибернетики и синергетики – 
взаимосвязанные энтропийные и информационные процессы в 
хаотизированных системах. Необходимость моделирования и интерпретации 
логистических зависимостей и их пределов отвечает задаче управления 
индустриальными системами, возмущаемых случайными воздействиями 
своего окружения.     

Основная часть 
Современное учение о энтропийно-информационной парадигме в 

кибернетике восходит к фундаментальным исследованиям по 
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термодинамике и статистической физике, обогативших науку об управлении 
представлениями о неопределенности и хаотизации открытых систем. 
Последние обнаруживают статистические закономерности их движения к 
равновесному состоянию, характеризующемуся предельно высокой 
неопреленностью и беспорядочными внутрисистемными взаимодействиями. 
В этом отношении предотвращению хаотизации и прогрессу 
индустриальной системы служит обеспечение скоординированного 
поведения элементов системы благодаря генерированию, введению и 
накоплению в ней управляющей информации, снижающей энтропию 
поведения системы.       

В теории информации по Шеннону [1], мы знаем, постулируется: если 
величина энтропии системы имеет значение H , то количество поступившей 
в нее информации определяется разностью между максимально возможной в 

системе энтропией mH  и H : 

                                                  HHI m  .                                             (1) 
Примем в качестве допущения, что при прочих равных условиях 

скорость нарастания энтропии в системе пропорциональна её текущему 
уровню H , но встречает сопротивление, сдерживается и нелинейно теряет 

темп по мере приближения к максимальному значению энтропии mH . 
Подобная динамика энтропии может быть описана логистическим 
уравнением, известным как модели Ферхюльста и Реденура [2, 3], и 
формализуется в наших обозначениях дифференциальным уравнением: 

                                            )1(
mH

HKH
dt

dH  ,                                         (2) 

где коэффициент K  ( K > 0) задает скорость роста энтропии в системе.  
В литературе по дифференциальным уравнениям и синергетике 

отмечают, что уравнение (2) отображает закономерности, присущие 
процессам изменения численности популяций, колоний бактерий в 
биологических сообществах, социальных протестов и в экономике числа 
потребителей некоторой технологии и роста общественного 
благосостояния [3, 4].  

Преобразуем дифференциальное уравнение (2) следующим образом. 
Сначала проведем разделение переменных: 
 

dt
H

HHKHdt
H
HKHH

m

m

m
d  )1(  

или 

Kdt

H
HHH

dH

m

m
 . 

Проведение математических преобразований и интегрирования 
приводят к логистическому выражению для величины энтропии:  
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t

H
H

HH
Kem

m




)( 11
0

,                                    (3) 

где  0H  — величина энтропии индустриальной системы в ее исходном 
состоянии. 

Легко увидеть, что в начальный момент времени 0t  величина 
энтропии ожидаемо 0HH   и с течением времени при  t  она в пределе 

стремится к максимальной  mHH  .  
Обратим внимание на то, что разность в скобках в знаменателе 

формулы (3) можно представить в виде: 
 

 
0

0

0

1
H

HH
H
H mm  , 

 

и поскольку разность величин энтропии 00 IHHm   определяет количество 
информации 0I  в индустриальной системе в ее исходном положении, можем 
переписать выражение (3) в энтропийно-информационном контексте: 

                                     
t

H
I
HH

Ke
m




0

01
.                                       (4) 

 

В соответствии с парадигмой теории информации можем 
констатировать: при отсутствии в индустриальной системе введенной 
информации )00( I  энтропия ее становится максимальной:  mHH  . 

Теперь найдем зависимость полученного результата для энтропии 
индустриальной системы от текущего значения количества информации в 
ней. Развернув равенство (4), найдем с учетом (1): 
 

IHHt
H

HI
m

Ke  
0

0  

или относительно показателя количества информации: 
 

t
H

HII Ke
0

0 . 

По аналогии с предыдущими рассуждениями можно заметить, что при 
0t  величина энтропии 0HH   и количество информации в 

индустриальной системе сводится к начальной величине: 0II  . Однако с 
«безудержной» хаотизацией системы и t  информация в ней в пределе 
«поглощается» растущей энтропией поведения системы и потому 0I . 

Заключение 
Комплементарность и симбиоз знаний естественных и экономических 

наук в проводимых исследованиях интеллектуализируют инструментарий 
управления индустриальными системами. Закономерности их 
функционирования и свойственные им предельные энтропийные и 
информационные режимы развивают аналитику динамических 
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производственных процессов в хаотизированных средах и дают возможность 
экономико-математического моделирования сценариев поведения и 
самоорганизации индустриальной системы для различных классов внешних 
возмущений [5].     
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ВЕРОЯТНОСТНЫЕ ГАРАНТИИ ПРИ АГРЕГИРОВАНИИ 
ИНТЕРВАЛЬНЫХ ДАННЫХ 

PROBABILISTIC GUARANTEES FOR AGGREGATING INTERVAL DATA 
   

Аннотация. В работе даются вероятностные оценки покрытия области 
значений случайной величины с помощью интервала её экстремальных 
порядковых статистик. Результат оказывается слабо зависящим от 
конкретного вида вероятностного распределения и полезен при решении 
вопроса о надёжности агрегирования точечных результатов измерений в 
интервальном анализе данных.    

Abstract. The paper derives probabilistic estimates of the coverage of the 
range of values of a random variable using the interval of its extreme order 
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statistics. The result turns out to be weakly dependent on the specific type of 
probabilistic distribution and is useful in solving the question of how reliable is 
aggregating point measurement results in interval data analysis. 

Ключевые слова: интервал, интервальная неопределённость данных, 
агрегирование, вероятностная гарантия 

Keywords: interval, interval data uncertainty, aggregation, probabilistic 
guarantee 
   

В этой работе рассматривается важный вопрос интервального анализа 
данных, но формулировка этого вопроса и ответ на него используют понятия 
и технику традиционной теории вероятностей.  

В интервальном анализе данных один из популярных способов 
получения интервалов измеряемых величин – это их агрегирование 
(группировка), когда вместо серии результатов измерений или вместо ряда 
значений изменяющейся величины мы организуем интервал её измеренных 
значений [1]. В практической метрологии результат серии повторяющихся 
измерений часто представляют одним числом, например, средним отдельных 
результатов, но по ряду причин этот способ может быть не вполне 
удовлетворительным. Дело в том, что при характеризации результата серии 
одним числом теряется информация о разбросе данных. Если хотим 
указывать её в результате измерения, то должны вводить второе число, 
которое может быть стандартным отклонением или чем-то аналогичным. 
Более понятным и адекватным итогом, обобщённо представляющим 
несколько результатов измерений, можно взять интервал от минимального 
до максимального из полученных результатов, т. е.  агрегировать 
(объединить, сгруппировать) результаты отдельных измерений. 
Математически, если результаты повторных измерений интересующей нас 
величины равны ݔଵ, ,ଶݔ …	,  ௡, то интервальным результатом серии следуетݔ
взять  

࢞		 ൌ 	 ቂ	 min
ଵஸ௜ஸ௡

௜ݔ , maxଵஸ௜ஸ௡
 	.	ቃ	௜ݔ

   
Этот способ получения интервального результата измерения 

называется агрегированием или группировкой данных [1]. 
Предположим, что измеряемая величина подчиняется законам теории 

вероятностей, т. е.  является вероятностно-случайной, так что измерения 
,ଵݔ ,ଶݔ …	,  ௡ – это её отдельные реализации. Если, в соответствии сݔ
известной аналогией, вероятностное распределение рассматриваемой 
величины – это единичная «вероятностная масса», рассредоточенная на 
вещественной оси [2], то какую её часть мы покроем с помощью 
агрегирования? Более точно, какова вероятность того, что следующая 
реализация этой величины, т. е.  очередное измерение ݔ௡ାଵ, попадёт в 
интервал от минимума до максимума уже измеренных значений 
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В работе даются ответы на эти вопросы, причём рассматривается 
также более общая и важная для практики ситуация, когда среди измерений 
,ଵݔ ,ଶݔ …	,  ௡ присутствуют «примеси», т. е. реализации какой-то другойݔ
случайной величины.  

Предположим, что задана вещественная вероятностно случайная 
величина с функцией распределения ߔሺݔሻ. Будем считать далее, что это 
распределение является абсолютно непрерывным [3], т. е. существует 
неотрицательная функция ݌ሺݔሻ –  плотность распределения ߔሺݔሻ, такая что    

ሻݔሺߔ 	ൌ 		 ׬ ݔሻ݀ݔሺ݌
௫
ିஶ  .  

Тогда ߔ′ሺݔሻ ൌ  .ሻݔሺ݌ ሻ для любой точки непрерывности функцииݔሺ݌
Предположим, что мы рассматриваем реализации этой случайной величины 
,ଵݔ – ,ଶݔ …	, ݔ ௡, и фиксируем границы их изменения – нижнююݔ ൌ
	min 	ሼ	ݔଵ, ,ଶݔ …	, ݔ̅  ሽ и верхнюю	௡ݔ ൌ 	max 	ሼ	ݔଵ, ,ଶݔ …	,  ሽ. Какова	௡ݔ
вероятность того, что случайно взятое, по тому же распределению, 
вещественное число ݔ௡ାଵ попадёт в интервал ൣݔ,   ?	൧ݔ

Взятые в порядке возрастания элементы выборки значений случайной 
величины называются, как известно, порядковыми статистиками [4, 5, 6]. Им 
посвящена обширная литература и очень большое количество различных 
результатов теории вероятностей. Известно также [2, 5, 6], что функцией 
распределения максимума случайных величин с одной общей функцией 
распределения ߔሺݔሻ является ሺߔሺݔሻሻ௡. Соответственно, плотность 
вероятности максимума имеет вид    

 
                                                 ݊	ሺߔሺݔሻሻ௡ିଵ	݌ሺݔሻ	.                                            (1) 

 
Функцией распределения минимума случайных величин с общей 

функцией распределения ߔሺݔሻ является 1 െ ሺ1 െ  ,ሻሻ௡. Соответственноݔሺߔ
плотность вероятности минимума имеет вид 	݊	ሺ1 െ  .	ሻݔሺ݌	ሻሻ௡ିଵݔሺߔ

Если на вещественной оси случайно, по распределению с плотностью 
(1), берётся число, то вероятность его попадания в интервал ሾݔ, ݔ ൅  ሿ равнаݔ݀
݊	ሺߔሺݔሻሻ௡ିଵ	݌ሺݔሻ݀ݔ. Вероятность того, что взятое затем случайно число ݔ௡ାଵ 
будет бóльшим ݔ, есть произведение выписанного выше выражения на 
൫1 െ      .ሻ൯, т. еݔሺߔ	

൫1 െ  .	ݔሻ݀ݔሺ݌	ሻሻ௡ିଵݔሺߔሺ	݊	ሻ൯ݔሺߔ	
    

Полная вероятность сложного события ݔ௡ାଵ ൐ 	max 	ሼ	ݔଵ, ,ଶݔ …	,  ሽ	௡ݔ
получается суммированием этих значений по всей вещественной оси, так что 
необходимо взять интеграл    

 

݊ න ൫1 െ ሻ൯ݔሺߔሻ൯൫ݔሺߔ	
௡ିଵ

.	ݔ݀	ሻݔሺ݌

ାஶ

ିஶ
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Имеем  

								݊	 න ሺ1 െ ݔሻ݀ݔሺ݌	ሻሻ௡ିଵݔሺߔሺ	ሻሻݔሺߔ	
ஶ

ିஶ
ൌ																																																																								 

ൌ 	݊	න ሺߔሺݔሻሻ௡ିଵ	݌ሺݔሻ݀ݔ
ஶ

ିஶ
	െ 		݊	න ൫ߔሺݔሻ൯

௡
ݔሻ݀ݔሺ݌	

ஶ

ିஶ
	ൌ 

 

ൌ 	݊	න ሺߔሺݔሻሻ௡ିଵ	݀ߔሺݔሻ
ஶ

ିஶ
	െ 		݊	න ൫ߔሺݔሻ൯

௡
ሻݔሺߔ݀	

ஶ

ିஶ
	ൌ 

 

ൌ 		݊	
൫ߔሺݔሻ൯

௡

݊
	│ିஶାஶ 			െ 		݊	

൫ߔሺݔሻ൯
௡ାଵ

݊ ൅ 1
	│ିஶାஶ 		ൌ 

 

																																	ൌ 	 ሺ1௡ െ	0௡ሻ െ	
݊

݊ ൅ 1
	ሺ1௡ାଵ െ	0௡ାଵሻ 		

ൌ 	
1

݊ ൅ 1
	.																																																																																																				ሺ2ሻ 

   
Для нахождения вероятности события ݔ௡ାଵ ൏ 	min 	ሼ	ݔଵ, ,ଶݔ …	,  ሽ	௡ݔ

заметим, что это неравенство можно переписать эквивалентным образом как 
െݔ௡ାଵ ൐ െmax 	ሼ	െݔଵ, െݔଶ, …	, െݔ௡	ሽ. Отсюда ясно, что искомая вероятность 
тоже должна быть равна 1/ሺ݊ ൅ 1ሻ.  

Полную вероятность непопадания точки ݔ௡ାଵ в интервал от минимума 
 предшествующих реализаций можно найти, учитывая, что ݔ до максимума ݔ
это событие есть сумма несовместимых событий     

௡ାଵݔ ൏ 	min 	ሼ	ݔଵ, ,ଶݔ …	, ௡ାଵݔ       ሽ       и	௡ݔ ൐ 	max 	ሼ	ݔଵ, ,ଶݔ …	,     . ሽ	௡ݔ
Поэтому их вероятности должны складываться: 1/ሺ݊ ൅ 1ሻ 		൅ 	1/ሺ݊ ൅ 1ሻ ൌ
	2/ሺ݊ ൅ 1ሻ. Следовательно, вероятность дополнительного события, т. е. 
вероятность принадлежности ݔ௡ାଵ интервалу от минимума ݔ измеренных 
значений до максимума ̅ݔ, равна    

																				вероятность ቀݔ௡ାଵ ∈ ቂminଵஸ௜ஸ௡
௜ݔ , maxଵஸ௜ஸ௡

௜ቃቁݔ 	

൑ 	1	 െ	
2

݊ ൅ 1
	.																		ሺ3ሻ 

Н.И. Чернова заметила автору, что оценка (2), из которой вытекает 
основной результат (3), может быть получена гораздо более простым 
способом. Дело в том, что в наборе из ݊ ൅ 1 независимых случайных 
величин ݔଵ, ,ଶݔ …	, ,௡ݔ  ௡ାଵ, которые имеют одинаковые абсолютноݔ
непрерывные распределения, вероятность того, что величина xn+1 будет 
наибольшей, т. е. будет больше максимума предыдущих ݊, равна всегда 
1/(݊ ൅ 1ሻ. Это следует из равновозможности всех вариантов взаимных 
расположений случайных чисел ݔଵ, ,ଶݔ …	, ,௡ݔ  ,௡ାଵ на вещественной осиݔ
откуда, в свою очередь, вытекает равновероятность того, что ݔ௡ାଵ будет 
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самым маленьким, вторым по счёту и т. д. и, наконец, самым большим 
числом. Поэтому искомая вероятность равна в точности 1/ሺ݊ ൅ 1ሻ, и для 
получения (2) можно даже не вычислять соответствующие интегралы. 
Абсолютная непрерывность распределения нужна здесь для того, чтобы 
вариант совпадения значений ݔ௜ имел нулевую вероятность.  

Тем не менее, проведённые для вычисления (2) выкладки не вполне 
бесполезны, так как могут послужить основой для обобщений нашего 
результата на более сложные случаи. Мы рассматриваем далее подробно 
ситуацию, когда среди ݊ измерений ݔଵ, ,	…,ଶݔ  ௡ присутствует одно илиݔ
несколько измерений (которые будем называть «измерения-примеси») с 
распределением вероятностей, которое отличается от ߔሺݔሻ – распределения 
большинства измерений. При этом получается асимптотика стремления 
достоверности интервального агрегирования к единице, аналогичная 
найденной ранее:    

		1 െ	
2

݊ െ ݇ ൅ 1
െ	

1
݊ െ ݇

	൑ 	вероятность ቀݔ௡ାଵ ∈ ቂminଵஸ௜ஸ௡
௜ݔ , maxଵஸ௜ஸ௡

௜ቃቁݔ 	

൑ 1.				ሺ4ሻ 
      

В действительности, проведённые при обосновании оценки (4) 
рассуждения и выкладки применимы также к общему случаю, когда 
количество «измерений-примесей» неограниченно растёт с ростом объёма 
выборки. Так как никаких условий на конечность или фиксированность 
числа примесей ݇ при выводе оценки (4) не накладывается, то возможна 
ситуация, когда ݇ также растёт, не будучи ничем ограниченным. 
Неравенства (4) всё равно будут справедливы.  
         

СПИСОК ИСТОЧНИКОВ 
1. Баженов А.Н., Жилин С.И., Кумков С.И., Шарый С.П. Обработка и 

анализ интервальных данных. М.-Ижевск: Институт компьютерных 
исследований, 2024, 356 с.  

2. Чернова Н.И. Теория вероятностей. Электронное пособие НГУ. 
URL: https://tvims.nsu.ru/chernova/tv/lec/node68.html 

3. Феллер У. Введение в теорию вероятностей и её приложения. Т. 2. 
М.: Мир, 1984, 752 с.  

4. ван дер Варден Б.Л. Математическая статистика. М.: Издательство 
иностранной литературы, 1960, 435 с. 

5. Галамбош Я. Асимптотическая теория экстремальных порядковых 
статистик. М.: Наука, 1984, 304 с.  

6. Дэйвид Г. Порядковые статистики. М.: Наука, 1979, 336 с. 
 
 
 
 



396 

УДК 51-76+004.942 
Шевкун Иван Александрович, младший научный сотрудник, лаборатория 
математического моделирования сложных физических и биологических 
систем, Амурский государственный университет  
Shevkun Ivan Aleksandrovich, junior scientist, Laboratory of mathematical 
modeling of complex physical and biological systems, Amur State University 
Масловская Анна Геннадьевна, доктор физико-математических наук, 
профессор, профессор кафедры прикладной математики и искусственного 
интеллекта, Казанский федеральный университет 
Maslovskaya Anna Gennadievna, Doctor of Physical and Mathematical 
Sciences, Professor, Professor of the Department of Applied Mathematics and 
Artificial Intelligence, Kazan Federal University 
 
ПОДХОД К ЧИСЛЕННОЙ РЕАЛИЗАЦИИ РЕАКЦИОННО-
ДИФФУЗИОННОЙ МОДЕЛИ БАКТЕРИАЛЬНОГО РОСТА  
В КАНАЛАХ СО СЛОЖНОЙ ГЕОМЕТРИЕЙ 

APPROACH TO NUMERICAL IMPLEMENTATION  
FOR THE REACTION-DIFFUSION MODEL OF BACTERIAL GROWTH 
IN CHANNELS WITH COMPLEX GEOMETRY 
 

Аннотация. Работа посвящена развитию вычислительных методик для 
реализации реакционно-диффузионной модели роста культивированных 
бактерий в условиях эволюции в каналах со сложной геометрией. 
Математическая модель формализуется в виде начально-граничной задачи 
для системы нелинейных уравнений с частными производными, 
дополненной процедурой имитации развития стохастической дендритной 
структуры. Построена конечно-разностная схема решения задачи. 
Вычислительный алгоритм адаптирован для указанного случая и реализован 
в виде программного приложения в среде Matlab. Проведена серия 
вычислительных экспериментов, демонстрирующих пространственно-
временные закономерности бактериального роста в каналах с различной 
геометрией. 

Abstract. The study is devoted to the development of computational 
methods for implementing the reaction-diffusion model of growth of cultivated 
bacteria under conditions of evolution in channels with complex geometry. The 
mathematical model is formalized as an initial boundary value problem for a 
system of nonlinear partial differential equations, supplemented by a procedure for 
simulating the development of a stochastic dendritic structure. A finite-difference 
scheme for solving the problem is constructed. The computational algorithm is 
adapted for this case and implemented as an application in the Matlab software. A 
series of computational experiments were performed to demonstrate the spatial-
temporal patterns of bacterial growth in channels with different geometries. 

Ключевые слова: бактериальный рост, микроструктура почвы, 
бактериальные паттерны, система «реакция-диффузия», метод конечных 
разностей, вычислительный эксперимент 
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Введение 
Исследование процессов бактериального роста имеет большое 

значение в современном мире: борьба с болезнями, обеспечение санитарных 
норм, производство ферментированных пищевых продуктов – все это 
требует точных знаний о динамике и особенностях роста бактерий. В 
последнее время, благодаря стремительному развитию вычислительных 
мощностей, активно развиваются in silico исследования, позволяющие 
выполнять эксперименты не в пробирке или живых организмах, а на 
компьютере, что значительно облегчает и ускоряет разработку новых 
технологий. 

Существует несколько основных детерминированных подходов к 
моделированию динамики бактериальной биомассы [1]. Кроме того, активно 
развиваются дискретные динамические методы, основанные на 
стохастическом моделировании Монте-Карло, агентном моделировании с 
использованием клеточных автоматов и метода частиц [2–3]. Современным 
трендом является разработка гибридных моделей, основанных на интеграции 
разнообразных методик в целях обеспечения адекватности результатов 
компьютерной симуляции данным биологических экспериментов. В цикле 
авторских исследований мы развиваем подход, предложенный Kawasaki и 
соавторами [4] и позволяющий визуализировать бактериальные паттерны 
ветвящегося морфологического типа при росте на питательной среде [5–6]. 
Целью настоящего исследования является адаптация и программная 
реализация численного алгоритма для реакционно-диффузионной модели 
эволюции культивированных бактерий в каналах со сложной геометрией. 
Подобные задачи оказываются практически актуальными при изучении и 
выработке стратегий управления ростом биомассы в зигзагообразных 
каналах, характерных для микроструктуры почвы [7].  

Постановка задачи 
В рамках настоящей работы рассмотрим двумерную модель 

бактериального роста в питательной среде. Будем считать, что 
бактериальная колония потребляет нутриент и за счет этого размножается и 
растет в размерах в некоторой ограниченной области с заданной геометрией. 
Оценке подлежат пространственно-временные распределения концентрации 
биомассы b(x,y,t) и питания n(x,y,t). Модель описывается начально-
граничной задачей для системы нелинейных уравнений с частными 
производными, дополненной процедурой имитации развития стохастической 
дендритной структуры, и с учетом нормировки имеет вид: 
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где σ=σ0(1+δ) – параметр модели; δ – случайная величина, |δ|<1; 

    2 2 2
0 , expMx y x y C     , βm и C – параметры модели;  – граница 

расчетной области; n – вектор внешней нормали к границе области. 
Для решения этой задачи в прямоугольной области сконструирована 

вычислительная схема на основе метода дробных шагов Яненко. Отметим, 
что адаптация модели на случай расчетной области, которая характеризуется 
сложным строением границ, в общем случае требует нетривиальной 
модификации вычислительного алгоритма. Основная идея заключается в 
последовательном разбиении области решения на горизонтальные и 
вертикальные уровни. Проходя по циклу метода дробных шагов на первом 
полушаге по времени, мы последовательно проводим вычисления по 
горизонтальным уровням. Аналогично на втором полушаге мы проходим по 
вертикальным уровням. Благодаря разделению вычислений производных по 
x и по y, метод дробных шагов Яненко оказался хорошо адаптируемым для 
решения задачи в областях со сложной геометрией. 

Результаты моделирования 
Результаты моделирования для последнего момента времени 

представлены на рисунке 1.  

 

а 

 

б 

  

 
                            в 

Рисунок 1 – Распределение биомассы в областях: а – прямой канал;  
б – зигзагообразный канал с чередующимися поворотами на 90°;  
в – зигзагообразный канал с повторяющимися поворотами на 90° 

 
Геометрические формы для вычислительных экспериментов 

выбирались на основе натурных экспериментов по исследованию 
бактериального роста, описанных в [6]. Геометрию можно описать 
следующим образом: тонкие каналы с чередующимися поворотам либо с 
повторяющимися поворотами на равные углы. Такая геометрия характерна 
для микроструктуры почвы. Также для иллюстрации работы алгоритма была 
выполнена симуляция бактериального роста в прямом тонком канале. Для 
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расчетов были установлены следующие значения параметров: βm=0.71, 
C=2.5, Lx=240, Ly=80, T=15000, σ0=1, n0 = 0.5. Значение параметра δ в каждом 
узле аппроксимации генерировалось случайным образом с помощью 
треугольного распределения в пределах (−1,1). 

Заключение 
В работе проведена адаптация и программная реализация численного 

алгоритма для реакционно-диффузионной модели эволюции 
культивированных бактерий в каналах со сложной геометрией. 
Представленные in silico исследования свидетельствует об адекватности 
развиваемого подхода и  возможности его использования для моделирования 
ростовых процессов микроорганизмов. 
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ПРОГРАММНЫЙ КОМПЛЕКС КОНСТРУКТИВНОГО РАСЧЕТА 
СУДОВЫХ ПАРОВЫХ КОТЛОАГРЕГАТОВ 

PROGRAM COMPLEX FOR STRUCTURAL CALCULATION OF SHIP 
STEAM BOILER UNITS 
 

Аннотация. В настоящей статье приведено описание программного 
комплекса, предназначенного для выполнения конструктивного и 
поверочного расчетов судовых паровых котлоагрегатов. Авторами 
обозначены особенности и определен функционал разработанного 
программного обеспечения, в том числе, рассмотрены возможности его 
применения для численного решения задач, возникающих в ходе указанных 
этапов проектирования. 

Abstract. This article describes a software complex designed to perform 
structural and verification calculations of ship steam boilers. The authors outline 
the features and define the functionality of the developed pro-software, including 
the possibilities of its application for the numerical solution of problems arising in 
the course of these stages of design. 

Ключевые слова: судовой паровой котел, программа, программный 
комплекс, конструктивный расчет, поверочный расчет. 

Keywords: ship steam boiler, program, program complex, structural 
calculation, verification calculation. 
 

Введение 
Условия и специфика районов плавания, виды морских судов и типы 

их энергетических установок создали необходимость в возникновении 
различных конструкций паровых котлов.  

К судовым паровым котлам предъявляется целый ряд требований. 
Основными из них являются: эксплуатационная надежность, высокая 
маневренность, простота конструкции и обслуживания, долговечность [1]. 
Выполнение всех перечисленных требований возможно только при 
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постоянном совершенствовании процессов проектирования и расчета, для 
оптимизации которых разработано программное обеспечение в виде 
комплекса конструктивных расчетов парового котла. 

Основная часть 
Программный комплекс конструктивных расчетов парового котла 

состоит из набора программ – математических моделей, представляющих 
различные модули, включающие в себя ввод переменных, расчет параметров 
и вывод результатов, полученных в процессе расчета. Состав некоторых из 
них представлен ниже. 

В модуле ввода переменных в качестве исходных данных на 
проектирование используются основные технические показатели и 
спецификационные характеристики котла: требуемые 
паропроизводительность, рабочее давление пара, температура перегретого 
пара, температура питательной воды, коэффициент полезного действия, а 
также теплотворная способность исходного топлива. 

Модуль расчета параметров включает газодинамические и 
термодинамические уравнения, тепловые балансы системы.  

Всего в комплексе модулей восемь прикладных программ, 
разработанных для проектирования котлоагрегата в режиме диалога: 
«Определение основных параметров водопарового, газовоздушного трактов 
котла и расхода топлива», «Конструктивный тепловой расчет 
парообразующего пучка», «Программа конструктивного теплового расчёта 
пароперегревателя», «Программа конструктивного теплового расчёта 
экономайзера», «Программа теплового расчёта топки на частичных 
нагрузках», «Программа поверочного теплового расчета парообразующего 
пучка», «Поверочный тепловой расчет пароперегревателя», «Программа 
поверочного теплового расчёта экономайзера». Программы написаны по 
методикам, изложенным в [2], [3] в математической среде MathCad. 
Подробнее представим один из фрагментов на рисунке 1. 

 
Рисунок 1 – Фрагмент программы конструктивного теплового расчета 

парообразующего пучка 
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В настоящих программах используется итерационный метод с 
линейной интерполяцией, а также предусмотрена алгоритмическая защита 
от нефизических результатов в промежуточных инерциях, например, для 
случая, когда температура нагреваемой среды превышает температуру 
греющей среды [4]. 

По результатам расчетов, проведенных в предложенных программах, 
формируются выходные данные, содержащие информацию как по судовому 
паровому котлу в целом, так и по его составляющим его элементам – 
трубным пучкам, топочным устройствам, коллекторам. Полученные 
результаты позволяют определить конструкцию котлоагрегата, в том числе 
указывая на его конструктивные особенности, а также требования к его 
производству и условия эксплуатации. 

Заключение 
Внедрение и применение данного программного комплекса позволит 

сократить время и снизить трудоемкость проектирования и расчетов 
судовых паровых котлов, что, в свою очередь, обеспечивает предъявляемые 
к ним требования, а также расширяет спектр рассчитываемых характеристик 
установки. 
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УЧЕТ ЭФФЕКТА ОЛЛИ В МОДЕЛИ  
ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННОЙ ДИНАМИКИ 
БАКТЕРИАЛЬНОЙ ПОПУЛЯЦИИ  

THE MODEL OF SPATIO-TEMPORAL DYNAMICS OF BACTERIAL 
POPULATION IN VIEW OF THE ALLEE EFFECT 

 
Аннотация. Работа посвящена развитию детерминированного подхода 

для моделирования роста бактериальных культур на питательных средах с 
учетом эффекта Олли. Возможность положительной корреляции между 
скоростью роста и численностью популяции микроорганизмов 
формализуется с помощью уравнения Аллена-Кана. Модель дополнена 
уравнением, учитывающим потребление питания. Реализация модели 
проведена методом конечных элементов с использованием пакета COMSOL 
Multiphysics. Вычислительные эксперименты позволяют сравнить варианты 
реализации модели с учетом логического роста, сильного и слабого 
эффектов Олли применительно к модели эволюции микроорганизмов.  

Abstract. The study is devoted to the development of a deterministic 
approach for modeling the growth of bacterial cultures on nutrient media, taking 
into account the Allee effect. The possibility of a positive correlation between 
growth rate and population size of microorganisms is formalized using the Allen-
Cahn equation. The model is supplemented with an equation that takes into 
account nutrient consumption. The model was implemented using the finite 
element method with the COMSOL Multiphysics software. Computational 
experiments allow one to compare variants of the model implementation, taking 
into account logical growth, strong and weak Allee effects in relation to the model 
of microorganism evolution. 

Ключевые слова: модель бактериального роста, модель 
бактериальной коммуникации, модель Аллена-Кана, эффект Алли, 
реакционно-диффузионная система, моделирование методом конечных 
элементов 
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Введение 
Одним из важнейших направлений математической биологии является 

разработка, программная реализация и применение моделей, позволяющих 
описать процессы самоорганизации микроорганизмов. Бактерии, как 
важнейшие представители микромира, при их исследовании с помощью 
метода культивации на питательных средах характеризуются 
формированием сложных пространственных конфигураций – бактериальных 
паттернов.  

Для имитации процессов роста бактериальных колоний и потребления 
питания, широко применяют детерминированные модельные описания. В 
числе наиболее известных подходов можно отметить модели типа «хищник-
жертва», представляющие собой пространственно-временные аналоги 
моделей Моно и Друпа, включающие стохастическую зависимость 
диффузионного процесса роста биомассы от питания, а также реакционно-
диффузионные модификации модели Колмогорова-Фишера [1-4]. Последний 
подход предполагает логический рост популяции микроорганизмов. Однако, 
как отмечает ряд исследователей (например, [5]), многие микроорганизмы 
при определенных внешних условиях ведут себя как сообщество, которое 
получает шанс на выживание при достижении определенной численности. 
Если популяция меньше некоторого порога, скорость роста снижается. Такое 
поведение популяций макроорганизмов соответствует проявлению эффекта 
Олли. В зависимости от характеристик зависимости скорости роста на 
единицу популяции (Per capita) выделяют сильный (указанная величина 
может быть отрицательной) и слабый эффекты Олли. Сравнение поведения 
этой характеристики для логистического роста численности популяции и 
роста с эффектом Олли показано на рис. 1. 

 
Рисунок 1 – Зависимость скорости роста популяции (на единицу популяции) 

от численности популяции для различных модельных подходов 
 

В рамках детерминированного подхода, позволяющего учесть эффект 
Олли для популяций организмов, в литературе представлена модель Аллена-
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Кана [6], которую в данном случае можно интерпретировать как 
модификацию модели Колмогорова-Фишера.  

Учет пространственно-временной динамики популяций играет 
основополагающую роль в модели, предназначенной для прогнозирования 
характеристик бактериального кворума [7]. В связи с чем, настоящее 
исследование нацелено на развитие детерминированной модели эволюции 
бактериальных культур на питательных средах и численную реализацию 
этой модели для сравнительных характеристик режимов логического роста, 
роста популяции с учетом сильного и слабого эффектов Олли. 

Математическая постановка задачи 
Математическая формализация 2D модели представлена начально-

граничной задачей для системы полулинейных уравнений с параболического 
типа:  
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де; B(x,y,t) – концентрация биомассы; N(x,y,t) – концентрация нутриента, B, 
N, DB, DN, h, a, b, d, e,  – положительные параметры модели; l – линейный 

размер расчетной области; t  – граница интервала времени наблюдения;  – 
граница расчетной области.  

Вычислительные эксперименты 
Численное решение задачи (1) – (4) проводилось методом конечных 

элементов с использованием пакета COMSOL Multiphysics. Для 
определенного набора параметров проведена серия вычислительных 
экспериментов, основной целью которых было установление влияния 
различных механизмов роста в рамках модели Аллена-Кана 
(формализованных нелинейным реакционным слагаемым f(B)) на поведение 
основных характеристик модели. На рис. 2 представлен результаты 
симуляции концентрации биомассы и питательного субстрата в 
фиксированные моменты времени с учетом закона логического роста 
   f B aB b B  , сильного и слабого эффектов Олли 

       arctanf B aB b B B d eN      .  

Результаты симуляций свидетельствуют о том, что применительно к 
задаче визуализации бактериальных паттернов наиболее адекватные 
результаты (соответствующие биологическим наблюдениям) могут быть 
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получены с использованием модели Аллена-Кана, учитывающей слабый 
эффект Олли.  
 

 а  б  в

 г  д  е 
Рисунок 2 – Пространственные распределения биомассы – (а), (б), (в) и 

питания (г), (д), (е) для логистического роста – (а), (г) при 15t  , роста с 

учетом слабого – (б), (д) и сильного (в), (е) эффектов Олли при 60t   
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РАЗРАБОТКА АРХИТЕКТУРЫ ПРОГРАММНОГО РЕШЕНИЯ  
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DEVELOPMENT OF A SOFTWARE SOLUTION ARCHITECTURE  
FOR MULTI-MODE CONTROL OF AN UNMANNED DEVICE 
 

Аннотация. Создание и внедрение беспилотных устройств привлекает 
внимание исследователей из-за их широкого применения, от 
видеонаблюдения до сельского хозяйства. Основной вызов заключается в 
разработке гибкой системы управления, способной работать с различными 
типами и режимами беспилотников. Существующие системы часто страдают 
от недостаточной гибкости. В работе предложена новая архитектура, 
состоящая из подсистем выборки команд, исполнения команд и сопряжения 
программной и аппаратной части. Программно-аппаратный прототип 
автомобильного типа продемонстрировал эффективность этой архитектуры, 
подтверждая ее перспективность для создания адаптивных беспилотных 
устройств. 

Abstract. The creation and integration of unmanned devices has attracted 
the attention of researchers due to their wide range of applications, from video 
surveillance to agriculture. The main problem is to develop a flexible control 
system that can work with different types and modes of drones. Existing systems 
often lack flexibility. The paper proposes a new architecture that consists of a 
subsystem for command sampling, command execution and coupling of software 
and hardware. An automobile-type software and hardware prototype demonstrated 
the effectiveness of this architecture, confirming its prospects for creating adaptive 
unmanned devices. 

Ключевые слова: беспилотное устройство, архитектура, режим 
управления, система управления, нейронная сеть. 
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Введение 
На сегодняшний день создание и внедрение беспилотных устройств 

является объектом пристального внимания со стороны исследователей и 
инженеров. Беспилотники используются в самых разных отраслях: 
видеонаблюдение, доставка грузов, сельскохозяйственные работы, 
мониторинг параметров окружающей среды и т. п. Поэтому в настоящее 
время разработка эффективной и гибкой системы управления, способной 
функционировать с разнообразными типами беспилотных устройств и 
режимами работы, становится ключевым аспектом исследований [1]. 

Текущие решения в области систем управления беспилотными 
устройствами сталкиваются с ограничениями из-за недостаточной гибкости, 
обусловленной часто неудачной архитектурой системы, нет устоявшихся 
архитектурных решений. Для успешной реализации системы управления для 
разнообразных типов беспилотных устройств и режимов работы необходимо 
уделить внимание аспектам стандартизации и модульности, которые 
обеспечат совместимость различных компонентов и упростят процесс 
интеграции новых элементов [2, 3]. Таким образом в настоящее время 
разработка архитектурного решения для управления беспилотными 
устройствами является актуальной задачей. 

В настоящее время реализованы различные программные архитектуры 
для управления беспилотными устройствами: JAUS, 4D/RCS, ArduPilot, 
ERASMUS, CARMEN, Orca, Player и другие [4, 5, 6]. Существуют и частные 
разработки, которые разрабатываются с учетом уникальных потребностей и 
специфики конкретных проектов, а также могут включать в себя 
особенности, не предусмотренные стандартными архитектурами [7, 8]. 
Однако, несмотря на разнообразие имеющихся решений, стоит отметить, что 
многие из них имеют ограничения в работе с переключением режимов 
управления и не всегда гибко адаптируются к изменяющимся условиям. В 
связи с этим наблюдается активное развитие частных разработок, 
ориентированных на уникальные потребности и специфику конкретных 
проектов. 

Целью работы является разработка программной архитектуры системы 
управления беспилотным устройством, способным гибко изменять 
алгоритмы и режимы управления. 

Основная часть 
Для управления беспилотным устройством предлагается создать 

архитектуру, состоящую из подсистем выборки команд управления, 
исполнения команд управления и сопряжения программной и аппаратной 
части. Архитектура представлена на рисунке 1. 
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Рисунок 4 – Архитектура системы управления 

 
Подсистема выборки команд управления отвечает за формирование 

управляющих команд с помощью расположенных в ней функциональных 
модулей, отвечающих за режимы работы беспилотного устройства. После 
того, как управляющие команды были сформированы, они отправляются в 
подсистему исполнения команд для дальнейшего исполнения. Команды 
управления могут формироваться, как в автономном режиме работы, так и в 
дистанционном режиме работы. При этом подсистема должна легко 
позволять расширять список поддерживаемых режимов работы в 
соответствии с новыми требованиями и потребностями системы. 

Подсистема исполнения команд управления отвечает за исполнение 
управляющих команд (например, с помощью очереди сообщений) и 
обеспечивает трансляцию управляющих команд в инструкции, которые 
могут быть исполнены аппаратным обеспечением. Подсистема должна легко 
позволять добавлять новые типы команд для обеспечения расширенных 
функциональных возможностей беспилотного устройства. Механизм 
расширения должен включать в себя модульную структуру, который 
позволяет интегрировать новые типы команд без необходимости 
значительных изменений в основном коде системы. 

Подсистема сопряжения программной и аппаратной части отвечает 
за взаимодействие с физическими компонентами с помощью драйверов. 
Драйверы представляют собой специализированные программные модули, 
которые управляют функциональностью конкретных механизмов и датчиков 
в беспилотном устройстве. 

Для отработки архитектуры был разработан аппаратно-программный 
прототип автомобильного типа. Его аппаратная часть содержит лишь самые 
общие части: микрокомпьютер, камеру видеонаблюдения, модуль питания, 
модуль управления, GPS и шасси (колеса и платформа для крепления 
аппаратных модулей). Основой функционала автономного управления 
являются нейронные сети, потому что они могут эмулировать некоторые 
аспекты человеческого мышления, позволяя системам более гибко и 
интуитивно реагировать на изменения в окружающей среде [9]. 

Прототип успешно прошел испытания, описанные в [9], демонстрируя 
свою способность эффективно функционировать на различных траекториях. 
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Заключение 
В результате данной работы была спроектирована программная 

архитектура системы управления беспилотным устройством, обладающая 
уникальной способностью гибкого изменения алгоритмов и режимов 
управления. 

Реализация программно-аппаратного прототипа позволила успешно 
отработать спроектированную архитектуру. Этот прототип демонстрирует 
работоспособность и эффективность системы управления, подтверждая 
осуществимость концепции и ее потенциал для дальнейшего развития и 
применения. 

Таким образом, полученные результаты говорят о перспективности и 
значимости разработанной программной архитектуры для создания гибких и 
адаптивных беспилотных устройств, способных эффективно 
функционировать в различных условиях и сценариях использования. 
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